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La Cromodinámica Cuántica (QCD) se ha establecido, a base de resultados,
como la teoría que describe la dinámica de las partículas que transportan carga
de color (los quarks y gluones), únicas capaces de interactuar fuertemente. Esta
teoría posee dos propiedades características: el confinamiento que implica que,
en la naturaleza, estas partículas no pueden ser observadas en forma aislada,
sino formando estados colectivos con carga de color nula; la libertad asintótica
implica que en procesos de suficientemente alta energía los quarks y los gluones
se manifiestan como partículas casi libres y por lo tanto puede ser arrancadas
del interior de los hadrones. Sin embargo, el confinamiento requiere que estos
quarks o gluones arrancados deben volver a formar estados colectivos sin color.
Esta transición, usualmente denominada fragmentación o hadronización, es un
fenómeno intrínsecamente no perturbativo de la QCD de gran importancia, desde
los puntos de vista teórico y fenomenológico, para la física en aceleradores de
altas energías. La descripción del procesos de hadronización se parametriza en
términos de funciones de fragmentación, que de alguna manera son una medida
de la probabilidad de producir un determinado tipo de hadrón a partir de alguna
especie de quark o gluón. De esta manera, las funciones de fragmentación, junto
con las funciones de densidad de partones, resultan un ingrediente fundamental
para cualquiera cálculo sobre la producción de hadrones en procesos de altas
energías, en el marco de la Cromodinámica Cuántica.
En esta Tesis se describirán de manera general la evidencia experimental y las
ideas que dieron lugar al Modelo de Quarks y al Modelo de Partones sobre los
cuales fue construida la QCD. A partir de allí, se introducirán las funciones de
densidad de partones y las funciones de fragmentación, y cómo a partir de ellas
se computan predicciones de secciones eficaces de procesos en los que participan
hadrones tanto en el estado inicial como en el estado final. La regularización
de las divergencias colineales, a partir de un procedimiento similar al utilizado
para curar las divergencias ultravioletas, conducirá a la idea de la factorización
de contribuciones de altas y bajas energías (pertrubativas y no perturbativas,
respectivamente) y a las ecuaciones de evolución de la QCD, que determinan
cómo las funciones de fragmentación dependen de las escala de energía. Final-
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mente, describiremos un método, denominado análisis global, a partir del cuál
es posible extraer la información contenida por en estás funciones a partir de las
observaciones experimentales.
En los análisis globales se manejan simultáneamente datos experimentales
provenientes múltiples experimentos de dispersión realizados a energías de centro
de masa distintas y debe tenerse en cuenta que diferentes escalas de energía
requieren distintas descripciones de la dinámica de los quarks, en particular de
aquellos de sabor pesado. En este sentido, se ofrecerá un resumen detallado de
los esquemas de masa utilizados para tratar estos problemas de múltiples escalas
e incluir, en caso de que sea necesario, los efectos asociados a las masas de los
quarks pesados en un análisis globales para extraer funciones de densidad de
partones.
Entonces, será posible presentar de forma detallada la instrumentación de un
análisis global completo para la determinación de funciones de fragmentación
de quarks y gluones en piones. Éste análisis se llevará a cabo bajo la hipótesis
de quarks no masivos, usada de forma estándar a partir de la simplicidad que
ofrece a la hora de computar predicciones de las secciones eficaces. Además,
se presentarán los resultados obtenidos a partir de este análisis, junto con una
discusión de los mismos.
Finalmente, presentaremos la construcción de un esquema de masa que per-
mite incluir, de manera consistente, los efectos de las masas de los quarks pesados
sobre los procesos de hadronización. Este esquema será aplicado particularmente
a la descripción de la producción de piones en procesos de aniquilación elec-
trón - positrón, sin embargo, debe destacarse que ésta es la primera vez que
un esquema de este tipo es aplicado para la determinación de las probabilidades
de fragmentación. Se presentarán los resultados de la implementación de éste
esquema en un análisis global de QCD, que también serán discutidos, y podrá
observarse cómo la inclusión de los efectos de las masas de los quarks pesados
corrige cierta tensión entre los datos experimentales y la descripción teórica de
los mismos, bajo la hipótesis de quarks no masivos.
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La formulación de la Cromodinámica Cuántica (QCD) como la teoría de las
interacciones fuertes entre quarks y gluones fue ciertamente uno de los éxitos
más impresionantes de la Física del siglo XX. La QCD fue capaz de describir
una amplia variedad de fenómenos observados entre los cuales se encuentran:
la espectroscopía de hadrones, la libertad asintótica, la violación del escaleo de
Bjorken en procesos de dispersión profundamente inelástica entre hadrones y
leptones, y el confinamiento.
Desde la formulación de la QCD, a principios de los años setenta, se ha pues-
to un gran esfuerzo en la construcción de herramientas que permitan obtener
predicciones cuantitativas a partir de ella. La naturaleza no abeliana de QCD,
y consecuentemente, la libertad asintótica, sugiere fuertemente que la teoría de
perturbaciones puede ofrecer una instrumento valioso para el cáluclo de secciones
eficaces en la región de altas energías, donde la interacción fuerte se vuelve sufi-
cientemente poco intensa. Sin embargo, la teoría de perturbaciones no siempre es
suficiente. De hecho, un análisis mas cuidadoso de la estructura de la QCD revela
que, en general, las secciones eficaces son una combinación de contribuciones de
altas y bajas escalas de energía y, por lo tanto, no pueden ser calculadas comple-
tamente en teoría de perturbaciones. En la práctica, los cálculos son afectados
por divergencias infrarrojas (asociadas a bajas escalas de energía). En particular,
este es el caso de la amplia variedad de observables físicos de mayor interés en
la era del Large Hadron Collider (LHC).
La propiedad de factorización colineal de la QCD establece que cualquier
sección eficaz semi-inclusiva σ que describa procesos a altas energías en los que
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participan hadrones, tanto en el estado inicial como en el estado final, puede
separarse sistemáticamente (factorizarse) en una contribución σˆ asociada a altas
escalas de energía y, contribuciones f y D asociadas a bajas escalas de energía,
que contiene información imprescindible sobre el estado inical y final, respectiva-
mente,
σ = f ⊗ σˆ ⊗D (1.1)
Las singularidades infrarrojas que aparecen en el cálculo perturbativo explícito
de σˆ pueden ser factorizadas y absorbidas por f y D. Ésto es similar a lo que
sucede en el procedimiento de renormalización, a través del cual las singularidades
ultravioletas son absorbidas en la definición de los parámetros del Lagrangiano
de la teoría.
A lo largo de este capítulo se presentarán las ideas que condujeron a la cons-
trucción de la QCD, estableciéndola como la teoría sobre las interacciones fuertes.
En ese sentido, se comentarán las motivaciones fenomenológicas y teóricas que
llevaron, primero, a la contrucción del Modelo de quarks y el Modelo de partones
y, posteriormente, a la formulación lagrangiana de la QCD. Además, se discuti-
rán brevemente las características principales de ésta teoría: no conmuntatividad,
confinamiento y libertad asintótica. Se introducirán las funciones no perturbati-
vas de densidad de partones y de fragmentación, fundamentales para el cálculo
de observables físicos asociados a procesos en los que participan hadrones en el
estado inicial o final. Finalmente, se presentará un método, denominado análisis
global, para extraer la información contenida en dichas funciones a partir de los
datos experimentales.
1.2. Modelo de quarks, color y confinamiento
La física de partículas es la rama de la física que estudia los componentes
elementales de la materia y las interacciones entre ellos. El ser humano ha imagi-
nado desde hace siglos que la materia que compone el Universo puede subdividirse
hasta alcanzar finalmente su unidad mínima: los átomos. Sin embargo, si bien es
cierto que toda la materia conocida está compuesta de estos átomos, la ciencia
ha descubierto que no son realmente indivisibles y que se encuentra constituidos
por un núcleo, con carga positiva, y electrones que lo orbitan. A su vez, los nú-
cleos están compuestos de protones y neutrones, genéricamente conocidos como
nucleones, que se encuentran ligados los unos a los otros a través de la interac-
ción fuerte nuclear. A partir de la construcción y puesta en funcionamiento de
los aceleradores de partículas, muchas nuevas partículas capaces de interactuar
fuertemente, estables e inestables, fueron creadas en experimentos de dispersión.
El conjunto completo de partículas hasta entonces conocidas se clasificó en
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tres grupos:
Hadrones (fermiones y bosones): partículas fuertemente interactuantes.
Ej: nucleones o piones.
Leptones (fermiones): partículas que no interactúan fuertemente.
Ej: electrones, muones o neutrinos.
Bosones de gauge (bosones): partículas mediadoras de las interacciones
electromagnética y débil.
Ej: fotones o bosones W y Z.
Algo que llama poderosamente la atención es que exista una gran dispari-
dad en la cantidad de elementos que poseen los conjuntos antes mencionados:
hay muchos más tipos de hadrones que leptones o bosones. Aún más, la evi-
dencia experimental indica que los hadrones exhiben una estructura extendida
en el espacio, a diferencia de lo que ocurre con los leptones y bosones, que se
comportan como objetos puntuales para la precisión experimental actual. Todo
ésto hizo difícil pensar que se contaba con la imágen más simple de la estructura
de la materia, dándole fuerza a la idea de Gell-Mann [46] y Zweig [89] de que los
hadrones, en realidad, estaban constituidos de un conjunto reducido de partículas
fundamentales: los quarks.
En este esquema, denominado modelo de quarks, los hadrones obtienen sus
propiedades a partir de las de los quarks, volviéndose natural buscar una clasifica-
ción de todos los hadrones en términos de sus constituyentes fundamentales. De
acuerdo a este modelo, todos los hadrones pueden ser clasificados de una manera
completamente consistente si uno supone que los bariones están formados por
tres quarks qqq, y los mesones por pares de quarks y antiquarks qq¯, ver Figura
1.1. Esta hipótesis es parcialmente respaldada por los resultados experimentales
en los que se observa que σπp/σpp = 2/3 a altas energías, siendo σπp y σpp las
secciones eficaces totales de dispersión pión - protón y protón - protón, respecti-
vamente. Para tener en cuenta la conservación del espin isotópico y los números
cuánticos como extrañeza, charm, bottom y top en las reacciones hadrónicas,
uno debería suponer la existencia de especies distintas o sabores de quarks, que
se corresponden con estos números cuánticos conservados. Éstos son llamados
up (u), down (d), strange (s), charm (c), bottom (b) y top (t). Para que los ba-
riones posean cargas eléctricas enteras, las distintas especies o sabores de quarks
deben tener cargas fraccionarias: +2/3 para el u, c, t, y −1/3 para el d, s y b.
El modelo de quarks tiene ciertas dificultades para describir a algunos de los
estados bariónicos. Uno de ellos es el caso de la resonancia llamada ∆++, de espin
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Figura 1.1: Octete de mesones y, octete y decuplete de bariones. Los hadrones en cada diagrama
están organizados según su extrañeza S y su carga eléctrica Q.
3/2, que debería estar constituida de tres quarks u con sus espines alineados:
|∆++, J = 3/2 >= |u ↑, u ↑, u ↑> (1.2)
Sin embargo, una configuración de este tipo no es aceptable puesto que, al
ser un estado totalmente simétrico, viola el Principio de Exclusión de Pauli, que
establece que los estados de múltiples fermiones deben ser totalmente antisimé-
tricos ante el intercambio de dos de ellos. Una forma de superar esta dificultad
es considerar la posibilidad de que los quarks poseen un grado de libertad escon-
dido, denominado color, que permite distinguir tres quarks en situaciones donde
de otra manera serían partículas idénticas. Para estar de acuerdo con el principio
de exclusión mencionado hace falta la existencia de, al menos, tres colores para
construir un estado totalmente antisimétrico:
|∆++, J = 3/2 >= εijk|ui ↑, uj ↑, uk ↑> (1.3)
A diferencia de otros grados de libertad, no hay ninguna evidencia experi-
mental de que los bariones o los mesones transporten color explícitamente. Ésto
implica que, en una teoría consistente con las observaciones, todos los estados
hadrónicos y todos los observables físicos (corrientes, energías, momentos, ma-
sas, etc.) deben ser independientes del color de los quarks. Deberíamos suponer,
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entonces, que esta propiedad está ligada a una simetría exacta, asociada a un
grupo de Lie, de manera tal que los estados hadrónicos deban ser invariantes
bajo transformaciones de este grupo. De esta manera, se asignó a los estados
de quark (antiquark) con los del triplete de la representación fundamental 3 (3¯)
de SU(3). Así, los estados hadrónicos se construyen de manera tal que éstos
pertenecen a una representación irreducible singlete de SU(3). Es decir, se debe
discriminar entre estados hadrónicos o de múltiples quarks posibles

3⊗ 3⊗ 3= 1⊕ 8⊕ 8⊕ 3
3⊗ 3¯= 1⊕ 8
...
(1.4)
que poseen una representación singlete en su descomposición irreducible; y esta-
dos hadrónicos imposibles

3⊗ 3= 3¯⊕ 6
3¯⊗ 3¯= 3⊕ 6¯
3⊗ 3⊗ 3⊗ 3= 3⊕ 3⊕ 3⊕ 6¯⊕ 15⊕ 15⊕ 15⊕ 15
...
(1.5)
que no admiten una represntación singlete es su descomposición irreducible. El
postulado de no observación de color es esencialmente el mismo que aquel del
confinamiento de quarks que requiere que los quarks estén confinados dentro de
los hadrones y no puedan ser observados como estados aislados.
1.3. Colisiones profundamente inelásticas
A mediados de los años sesenta del siglo pasado, la idea de la existencia de
los quarks, resultaba muy prometedora sobre todo a partir de los resultados ex-
perimentales que, fueron obtenidos en el laboratorio SLAC, a los que volveremos
hacia el final de la sección. Para probar la existencia de los quarks deberíamos
ser capaces de “fotografiar” el interior los hadrones con suficiente detalle. La
dispersión de electrones era una técnica bien probada por haber permitido deve-
lar cómo están estructurados los átomos. El procedimiento consiste básicamente
en medir la distribución angular de los electrones dispersados y compararla con
alguna sección eficaz conocida a partir del modelo de la partícula dispersora.
Al orden más bajo en teoría de perturbaciones, el electrón y el protón inter-
actúan a través del intercambio de un fotón. La sección eficaz de dispersión, en
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donde p = (E, ~p) y p 0 = (E 0, ~p 0) y, P = (M,~0) y P 0 = (E 0, ~P 0) son los
cuadrimomentos inicial y final del electrón y el protón, respectivamente, y q =
p− p 0 es el impulso transferido del electrón al protón. La cinemática del proceso
está contenida en la función delta que establece una relación entre el valor de
ν = P · q/M = E − E 0 y el de q2 = −4EE 0 sin2 θ/2, siendo θ el ángulo de
dispersión del electrón respecto de la dirección incidente. Es simple ver entonces
que, el estado final queda completamente determinado por una única variable
cinemática, por ejemplo Q2 = −q2.
Las funciones escalares F1 y F2 son los factores de forma del protón y para-
metrizan nuestra ignorancia acerca de su estructura interna. Cuanto mayor es la
transferencia de impulso Q2 del electrón al protón, mejor será nuestra capacidad
de resolver detalles de la estructura interna del protón. Si éste fuese una partí-
cula puntual su “imágen” sería independiente de nuestro poder de resolución. En
consecuencia, los factores de forma serían constantes. Más aún, deberían tomar
los valores: F1 = 1 y F2 = 0. Sin embargo, los experimentos muestran que los
factores de forma decrecen como 1/Q4, haciendo cada vez más difícil llevar a
cabo una medida precisa de la sección eficaz.
Para Q2 lo suficientemente grande, la interaccón puede volverse tan violenta
que conduciría al “rompimiento” del protón. Si éste es el caso, decenas de hadro-
nes son producidos en el estado final perdiéndose por completo, en el desorden,
la identidad del protón inicial. Este proceso, denominado inelástico, requiere de





















La ausencia de la función delta indica que la cinemástica del proceso inelástico
es diferente: Q2 y ν son ahora dos variables independientes relacionadas entre sí
a través del vínculo:
W2 =M2 + 2Mν −Q2 (1.8)
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donde W es la masa invariante del estado final de múltiples hadrones. La fun-
ciones escalares W1 y W2 son los factores de forma inelásticos que permiten
parametrizar el proceso.
Para ν y Q2 tales que W es pequeño, la sección eficaz dσ/dW como fun-
ción de W presenta picos cada vez que W cruza el valor correspondiente a la
resonancia de producción de algún tipo de hadrón. A medida que W crece se
alcanza una región donde se establece un comportamiento suave. En esta región,
la dispersión se dice profundamente inelástica y corresponde al dominio de valores
grandes de Q2 yW y, por lo tanto, también al de valores grandes de ν. Es decir,
en este tipo de procesos los electrónes pierden gran parte de su energía durante
la dispersión.
Uno de los descubrimientos más remarcables de las observaciones realizadas
en SLAC (Stanford Linear Accelerator), en 1968, fue el hecho de que, a diferencia
de lo que ocurre con los factores de forma élasticos, νW2 se comporta como
prácticamente independiente de Q2 para valores mayores a 1 GeV2 y valores fijos
de x = Q2/2Mν (ver Figura 1.2). Este comportamiento sorprendente de los
factores de forma con Q2 fue predicho por Bjorken, quien estudiando el límite
matemático (al que suele referirse como límite de Bjorken) Q2 →∞ y ν →∞,




2) −→ F2(1/x) (1.9)
Esta propiedad, conocida como escaleo de Bjorken, sugiere de alguna manera que
el mecanismo subyacente de dispersión del electrón estaría ocurriendo contra
objetos puntuales, denominadas partones que dieron lugar al modelo que será
descripto en la siguiente sección.
1.4. Modelo de partones y funciones de den-
sidad de partones
El modelo de partones supone que el protón y el resto de los hadrones están
compuestos de constituyentes puntuales que son llamados partones. La física
detrás del modelo de partones puede observarse, de manera más simple, en los
procesos de dispersión leptón - nucleón profundamente inelástica. Al momento
de la colisión, los constituyentes del nucleón se encuentran en un estado virtual
trasportando una fracción del momento del nucleón ξP . Este estado, en el sistema
propio del nucleón, tiene una vida media de τ segundos. El valor preciso de τ
depende de la estructura interna del nucleón. Supongamos, entonces, que esta
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Figura 1.2: Función de estructura νW2 determinada a través de la dispersión electrón - protón
como función de Q2, para x constante. Los datos proviene del Standford Linear Accelerator.
vida media tiene un valor mínimo τ0, tal que los nucleones están constituidos de
estados virtualesen sus sistema de referencia propios.
En el centro de masa del proceso dispersivo, el nucleón sufre los efectos de la
contracción espacial y la dilatación temporal. Así, en este sistema de referencia,
la vida media del estado virtual es τ/
p
1− v2/c2  τ , donde v es la velocidad
del nucleón. Este efecto, combinado con la contracción espacial, significa que
el tiempo que le toma al electrón atravesar el nucleón disminuye a medida que
la energía de centro de masa crece. Al momento de la colisión, el electrón ve
a la colección de constituyentes del nucleón como si éstos, durante su tránsito,
estuvieran prácticamente estáticos. Ésto implica que la última intereacción entre
ellos ocurrió un largo tiempo atrás. De esta manera, resulta natural sugerir que
el choque a corta distancia entre el electrón y alguno de los constituyentes del
nucléon puede considerarse despreciando las interacciones con el resto de los
partones que lo retienen dentro de él.






De esta manera, a x fijo, la cinemática del proceso inelástico se reduce a una
forma muy similar a la de la cinemática de un proceso elástico. Así, por compa-
ración directa con la sección eficaz elástica, si la dispersión del electrón ocurre




























Por lo tanto, la sección eficaz posee una forma picada al rededor de Q2/2mjν = 1
o Q2/2Mν = mj/M . Sin embargo, los experimentos muestran que los fac-
tores de forma inelástico poseen un comportamiento suave como función de
x = Q2/2Mν. Para construir una curva suave a partir de una superposición de
funciones tipo δ se requiere que haya una distribución de masas. Se introducen
entonces las densidades de partones fj(x0)dx0 que cuentan el número de partones
del tipo j con masas x0M , donde 0 ≤ x0 ≤ 1. Es decir, la masa efectiva de los
partones va de 0 a M y no es un número fijo.
A partir de estas hipótesis, estamos en condiciones de calcular los factores de







































Es importante remarcar que otro sistema de referencia inercial distinto al del
laboratorio, resulta más apropiado hablar de x0 como la fracción de impulso del
hadrón transportado por el partón.
Aplicando estos resultados al cálculo de la sección eficaz de dispersión electrón






































dx0fj(x0)σˆj(p, x0P ) (1.16)
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donde σˆ describe la sección eficaz de dispersión elástica entre un electrón de
momento p, y un partón libre, con carga fraccionaria ej y momento x0P .
De una manera más sistemática, la secciones eficaces en el modelo de parto-
nes son calculadas a partir de diagramas tipo árbol, que describen la dispersón
de los partones, combinados con las densidades de partones que explican la es-
tructura interna del nucleón. Así la colisión entre un leptón con momento p y







dx0 σˆ(p, x0P ) f (A)i (x
0) (1.17)
O similarmente, para la dispersión electromagnética entre dos hadrones A y B,






dx0dx00 σˆ(x0P, x00P 0) f (A)j (x
0) f (B)j (x
00) (1.18)
A partir del éxito de las teorías de gauge para describir las interacciones
elctromagnética y débil, y de la consistencia en la clasificación del espectro de
hadrones en términos de los quarks, resulta natural esperar que los gránulos
puntuales observados, en el límite de Bjorken, en el interior de los hadrones












[d(x) + d¯(x) + s(x) + s¯(x)]
)
(1.19)
donde la densidades de partones u¯(x), d¯(x) y s¯(x) refieren a los antiquarks.






Ahora bien, si sumáramos el momento de todos los quarks, deberíamos ob-











dx x fj(x) = 1 (1.21)
Sin embargo, la evidencia experimental muestra que para el protón [69]Z 1
0
dx x [u(x) + u¯(x) + d(x) + d¯(x) + s(x) + s¯(x)] ≈ 0,45± 0,03 (1.22)
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Figura 1.3: La relación entre las funciones de estructura F1 y F2 dentro de la región donde se
satisface el escaleo de Bjorken provee una prueba de la relación de Callan - Gross.
Es decir, los quarks y antiquarks transportan únicamente la mitad del momen-
to total del protón. Ésto implica que deben existir otros constituyentes además
del protón. Sin embargo, la hipótesis de que los hadrones están constituidos por
quarks y antiquarks obtuvo muy buenos resultados en la descripción de procesos
de dispersión electromagnética, así como también débil. Por lo tanto, resulta
evidente que estos otros constituyentes no están participando de dichas interac-
ciones y, por lo tanto, no transportan carga eléctrica ni débil.
1.5. Cromodinámica Cuántica
Los resultados experimentales de la dispersión profundamente inelástica re-
quieren no sólo de la existencia de partículas cargadas, como los quarks, sino
también de otras eléctricamente neutras como constituyentes del protón.
Recordemos que los quarks deben estar dotados del número cuántico de color
para remediar cualquier discrepancia con el principio de exclusión de Pauli. Sin
embargo, no hay evidencia experimental de esta propiedad en la naturaleza con
lo cual los quarks no pueden existir como partículas aisladas, sino que deben estar
confinados en el interior de los hadrones configurados en estados colectivos de
color neutro. El confinamiento requiere, naturalmente, algún tipo de interacción
por lo que, mediados de siglo XX, resultó natural describir la dinámica de los
quarks sometidos a este tipo de interacción a través de una teoría cuántica de
campos con simetría de gauge local, con el color actuando como una cantidad
análoga a la carga eléctrica. Este tipo de teorías son invariantes bajo un conjunto
de transformaciones que conforman un grupo. Para ello se requiere la inclusión
de campos de gauge, denominados gluones. Adoptando la notación de índices
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repetidos el Lagrangiano que describe la física de los quarks toma la forma
L = ψ¯j(iγµ∂µ −mj)ψj + gSGaµψ¯jγµtajkψk (1.23)
donde ψi y Gaµν denotan a los quarks y los gluones, respectivamente. Además,
el parámetro mj representan la masa de los quarks del tipo j. La interacción
entre partículas con color, como una copia de la interacción electromagnética, es
mediada por los gluones que ocupan un lugar análogo al de los fotones.
Los elementos tajk, que aparecen en el segundo término del Lagrangiano,
pertenecen a las matrices que representan a los generadores del grupo de simetría
de la teoría. Este término describe la interacción entre gluones y quarks, pesado
por la constante de acoplamiento gS, que en principio no es ni electromagnético
ni débil. De esta manera, los gluones bien pueden ser considerados como aquellos
constituyentes no cargados que transportan gran parte del momento total de lo
hadrones.
El grupo de simetría puede ser cualquiera. Sin embargo, resulta completamen-
te lógico y, además, suficiente con que éste sea el grupo asociado a la simetría
exacta del modelo de quarks, es decir, SU(3).
Para hacer esta interacción física y no completamente arbitraria, los campos
de gauge necesitan propagarse en el espacio. Debemos, entonces, sumarle a L un
término que describa la dinámica de los campos de gauge. L debe ser completado
respetando la invariancia de gauge, por lo que la forma más simple posible para
los términos asociados a los campos Gaµ es el de las acciones de Yang - Mills
L∗ = −1
4
F aµνF aµν (1.24)
donde F aµν = ∂µG
a
ν−∂νGaµ+gSfabcGbµGcν , con fabc denotando a las constantes de
estructura de SU(3). Una consecuencia importante de que teoría sea invariante
ante las operaciones de un grupo no abeliano, como es el caso de SU(3), es que
los campos de gauge Gaµ tambén están dotados de color y pueden interactuar
entre ellos.
Finalmente, el Lagrangiano completo para una teoría dinámica de quarks,
denominada Cromodinámica Cuántica (QCD), resulta
LQCD = ψ¯j(iγµ∂µ −mj)ψj + gSGaµψ¯jγµtajkψk −
1
4
F aµνF aµν (1.25)
Ahora bien, la definición de LQCD depende, además de los campos asociados a
los quarks y gluones, de los valores de dos tipos de parámetros: las masas de los
quarks mj y la constante de acoplamiento fuerte gS. Sobre el caso particular las
mj se debe remarcar que, a diferencia de lo que ocurre con los leptones, la masa
de los quarks no puede medirse de forma directa sino que debe ser determinada
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indirectamente a través de su influencia sobre las propiedades de los hadrones,
dentro de los que se encuentran confinados. Aunque se suele hablar de la masa de
los quarks de la misma forma que se lo hace sobre la masa del electrón o el muón,
cualquiera afirmación acerca del valor de la masa de un quark debe referirse al
marco teórico particular que se está utilizando para definirlo. En particular, las
masa de los quarks livianos (mu, md y ms) son muy pequeñas respecto de las
escalas de energía a las que es válido utilizar la teoría de perturbaciones (algo que
quedará claro luego de la discusión, en la próxima sección, acerca de la libertad
asintótica) y, por lo tanto, éstas deben ser determinadas a través de análisis no
perturbativos. La situación es completamente distinta para el caso de las masas
de los quarks pesados. Éstas pueden ser determinadas usando teorías efectivas
que incluyen tanto correcciones radiativas, calculadas a partir de la teoría de
perturbaciones, como tambén correcciones no perturbativas [50].
1.6. Constantes de acoplamiento móviles, li-
bertad asintótica y confinamiento
Si parámetros como mj o gS son considerados como números fijos, entonces
se encuentra que, en el cálculo perturbativo de muchos elementos de la matriz S,
las integrales asociadas a ciertos diagramas de Feynman divergen. Por ejemplo,
la autoenergía de los quarks contiene la integralZ
d4k







que diverge logarítmicamente. Una manera de evitar la divergencia es introducir
un corte λ en la integral, de manera tal que la integral resulte proporcional a log λ.
Sin embargo, nos encontraremos, en términos generales, con que los elementos




dando lugar a resultados sin sentido.
Los esquemas de renormalización que proveen de resultados finitos están
basados en la brillante idea de permitir que los parámetros dependan de λ y
tratar de ajustar esta dependencia para cancelar los infinitos que ocurren cuando
λ → ∞. Esta idea conduce a que las constante de acoplamiento, entre otros
parámetros de la teoría, sea reemplazada por una función llamada constante de
acoplamiento móvil.
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Figura 1.4: Distintas determinaciones, a partir de datos experimentales, del comportamiento
de la constante de acoplamiento αS en función de las escala de energía Q.
En teorías no abelianas, como es el caso de QCD, la constante de acopla-





1 + b αS(µ) log k2/µ2
+O(αS(µ)) (1.28)
donde αS = gS/4π y µ representa una escala de energía de referencia. Resulta
importante remarcar que la dependencia de αS con la escala de energía no es
simplemente un argumento técnico que permite corregir las singularadidades de
la teoría, sino que además puede ser determinada experimentalemente, como





(33− 2NF ) (1.29)
siendo NF el número de especies distintas de quarks. Vemos entonces que, si el
número de especies distintas no supera las dieciséis, b es positivo y, entonces,
para k2/µ2 → ∞, gS tiende a anularse. Es decir, la teoría es asintóticamente
libre.
Por el contrario, es simple notar que a valores bajos de k2, αS se vuelve
grande. Este comportamiento es posiblemente el responsable del confinamiento
de los quarks y gluones dentro de los hadrones. De hecho, es posible calcular el
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valor de k2, que denotaremos como Λ2, para el cual el acoplamiento se vuelve
suficientemente grande






Podemos pensar a Λ2 como una escala de energía que establece la frontera entre
el mundo quarks y gluones casi libres, donde es posible implementar la teoría
de perturbaciones, del mundo de los hadrones, donde los partones nos pueden
independizarse unos de otros. El valor de este parámetro no es predicho por la
teoría aunque, experimentalmente, puede determinase que Λ = 217+25−23MeV.
1.7. Divergencias infrarrojas y factorización
La gran dificultad en cualquier cálculo de QCD está relacionada con los hadro-
nes. Estos objetos son una manifestación no perturbativa de QCD y el problema
es derivar algunas consecuencias de la misma teoría cuando no somos capaces
de manejar sus aspectos puramente no perturbativos. De alguna manera se debe
encontrar una mezcla entre la parte perturbativa y no perturbativa de la teoría
manteniendo la frontera sutil entre ellas.
A pesar de que la libertad asintótica de QCD nos permite utilizar, de manera
bastante controlada, una aproximación perturbativa de la interacción fuerte, nos
enfrentamos constantemente con la dificultad de calcular amplitudes de disper-
sión cuando sabemos que los quarks y los gluones no son partículas detectables.
Sin embargo, el modelo de partones de alguna manera indicó el camino con la
inclusión de las densidades de partones. Así, las secciónes eficaces de interacción










dx σˆj(k, xP ) fj(x) (1.31)
La descripción de este proceso incluye la interacción de leptones, que sólo
pueden interactuar débil o elctromagnéticamente, con partones. Sin embargo,
puesto que ningún leptón transporta color, las contribuciones de los gluones
a este procesos ocurren a órdenes más altos que el dominante, en teoría de
perturbaciones. Con los efectos de los gluones ausentes, QCD recupera todos los
resultados del modelo de partones.
Al mejorar el cálculo perturbativo, incluyendo los órdenes siguientes al do-
minante, debe incluirse en el modelo una función densidad para los gluones, es
decir, la suma sobre j contenedrá en QCD, a diferencia del modelo de parto-
nes, un término extra. Además de ésto, ciertos problemas deben enfrentarse: las
secciones eficaces poseen distintos tipos de divergencias infrarrojas.
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Por un lado, encontramos a las divergencias soft que aparecen en cualquiera
teoría que incluya campos no masivos, como es el caso de los gluones. Mien-
tras que las divergencias ultravioletas están asociadas con el límite de grandes
momentos, las singularidades soft están relacionadas con fenómenos de bajas
energías asociados a largas distancias. Sin embargo, la cancelación de estas últi-
mas también puede realizarse empleando regularización dimensional.
Existe más de una fuente de divergencias soft. Por una lado, los procesos con
correcciones virtuales, donde partículas externas intercambian campos no masivos
(como fotones o gluones) . Otra fuentes de divergencia soft son estados finales
degenerados, donde un detector no puede distinguir entre una cierta partícula en
el estado final y la misma partícula junta con otra transportando muy poco mo-
mento (señalada como soft). Típicamente, la partículas , radiadas por partículas
externas en el estado inicial o final, son llamadas correcciones reales. Ambos ti-
pos de divergencia se cancelan cuando se suman apropiadamente las correcciones
virtuales y reales (teorema de Kinoshita - Lee - Nauenberg [55, 66]).
Por otra parte, cuando campos no masivos se acoplan entre sí, se genera
otro tipo de divergencia. Éstas son conocidas como singularidades de masa o
colineales pues ocurren en aquellas configuraciones en las que los momentos de
las partículas no masivas resultan colineales. Nuevamente, un detector no puede
distinguir entre un estado final de una única partícula o dos, cuantas inciden
prácticamente en la misma región del detector. Es decir, el estado final resulta
degenerado cuando las partículas viajan en la misma dirección si la resolución
angular no es suficiente.
El análisis de las divergencias colineales es central en los cálculos de QCD
puesto que, como éstos se realizan en el límite de altas energías, donde los efectos
de la masa de los quarks son presumiblemente despreciables, la aproximación de
partones no masivos es generalmente utilizada para simplificar las expresiónes de
las secciones eficaces. En esta aproximación el acoplamiento entre cualquier tipo
de partones se vuelve problemático. Sin embargo, este comportamiento singular


























La variable µF es una escala de energía introducida para aislar la divergencia en
σˆ que ocurre para µ2F  m2a. Por otra parte, las secciones eficaces factorizadas
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σ˜ resultan finitas (libres de divergencias infrarrojas) para µ2F ≈ Q2. Si éste es
el caso, log µ2F/m
2
a  1 y, entonces, todos los términos de la serie perturbativa
que define a las funciones Γab resultan igualmente importantes. La factorización
descripta por la Ecs. (1.32) no permite, por sí sola, corregir las singularidades
en las secciones eficaces partónicos. Sin embargo, aunque no existe un meca-
nismo automático de cancelación como en el caso de las singularidades soft, las
divergencias colineales pueden ser absorbidas en las densidades de partones, ba-
jo el argumento de que las fj(x) antes introducidas son en realidad cantidades
inconmensurables, mientras que aquellas físicamente observables resultan de la
redefinición














Γaj ⊗ fj (1.34)
Éste argumento es análogo a lo que ocurre con la constante de acoplamiento
y las divergencias ultravioletas. Aquí, se ha introducido la notación f ⊗ g, que
usaremos recurrentemente a lo largo de ésta Tesis, para representar convoluciones
el tipo:
f ⊗ g =
Z 1
x
dy f(y) g(x/y) (1.35)
Generalizando este resultado, la factorización [33] de las divergencias colinea-
les permite escribir la sección eficaz la dispersión totalmente inclusiva entre un
leptón ` y un hadrón A,




dx fAk (x, µF ) σ˜k(p` + xpA → X,µF ) (1.36)
Similarmente, si lo buscado es describir la dispersión entre dos hadrones A y B







dx0 fAj (x, µF )f
B
k (x
0, µF ) σ˜jk(xpA + x0pB → X) (1.37)
En cualquier caso, las secciones eficaces σ˜ son finitas y perturbativamente cal-
culables en el límite de valores grandes de la escala de energía µF (o equivalen-
temente cortas distancias). Sin embargo, en este mismo límite, las funciones fNj
resultan cantidades no perturbativas al contener contribuciónes correspondientes
a bajas escalas de energía (del orden de las masas de las masas ma), o largas
distancias.
Las densidades de partones efectivas f(x, µF ) sí resultan finitas, pero ade-
más, dependientes de una escala de energía. Consecuentemente, las funciones de
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e2jfj(x, µF ) +O(α2S) (1.38)
violando el escaleo de Bjorken. Sin embargo, dado que la dependencia con la
escala es logarítmica, el efecto es sutil, convirtiendo éste comportamiento de
independencia de escala en una aproximación de la prediccón de QCD, como
puede observarse en la Figura 1.5 para valores pequeños de la fracción de impulso
x.
Diferenciando las densidades de partones respecto al log µ2F obtenemos un
sistema de ecuaciones que determina la evolución de las densidades de partones
respecto de la escala de µF
dfa
d log µ2F
= Pab ⊗ fb (1.39)
donde se asume la suma sobre índices repetidos. Este sistema de ecuaciones se
conoce como DGLAP por Dokshitzer (1977), Gribov y Lipatov (1972), y Altarelli
y Parisi (1977), quienes lo dedujeron de manera independiente. La ecuaciones de
evolución tiene una interpretación física: la posibilidad de encontrar un partón
del tipo a, con momento y > x, radiando otro partón del tipo b y reduciendo su
momento de y a x, alimenta a las densidades de partones a través de los núcleos








ab (z) + · · · (1.40)
Las densidades de partones efectivas fj(x, µF ) son, al absorber en su defi-
nición la parte singular de las secciones eficaces partónicas, cantidades natural-
mente no perturbativas. Es importante mencionar que además no son sensibles al
proceso de dispersión, es decir, el mismo esquema de sustracción de divergencias
colineales es utilizado para cualquier cálculo de secciones eficaces de QCD. Esta
propiedad de universalidad de las densidades de partones es realmente importante
en QCD perturbativa puesto que permite considerar la posibilidad de que puedan
extraerse a partir de los datos experimentales.
1.8. Análisis globales de QCD
Los teoremas de factorización, como cimientos del modelo de partones me-
jorado por QCD, proveen un marco de trabajo consistente para interpretar los
resultados experimentales de cualquier proceso de interacción en el que participen



















   
   
   
   





Figura 1.5: Función de estructura F2 en función de la escala de energía Q2, para x fijo. Los
datos experimentales provienen de los experimentos ZEUS (puntos) y los experimentos a blanco
fijo NMX, BCDM5 y E665 (tiángulos). Además, se presentan las predicciones de QCD, al orden
siguiente al dominante (NLO), para la función F2.
hadrones. Sin embargo, como hemos mencionado previamente, las densidades de
partones resultan imprescindibles para calcular secciones eficaces de procesos con
hadrones en el estado inicial.
La informacion contenida en estas funciones, debido a su naturaleza no per-
turbativa, resulta inaccesible desde el punto de vista teórico. Sin embargo, mu-
chos procesos de dispersión leptón - hadrón o hadrón - hadrón pueden servir
como fuentes de información acerca de las densidades de partones. El estudio
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sistemático de estos procesos para extraer densidades de partones con suficiente
precisión es conocido como análisis global de QCD.
Idealmente, en un análisis global se hace uso de datos experimentales para
extraer un conjunto único de densidades de partones que puede utilizarse para
hacer futuras predicciones, o como un test de consistencia de QCD o del Modelo
Estándar y, para la búsqueda de nueva física. De esta manera, la estrategia
principal consiste en incluir tantos datos experimentales como sea posible.
La contribución teórica más importante de QCD a los anáisis globales son
las secciones eficaces de dispersión de partones calculadas perturbativamente, a
las que debemos agregar las ecuaciones de evolución de QCD que controlan la
dependencia en la escala de factorización µ de las densidades de partones. Para
ello se requiere el cálculo de los núcleos de Altarelli - Parisi, al mismo orden que las
secciones eficaces partónicas, con el objetivo de obtener resultados consistentes
con las fórmulas de factorización.
Para proceder con el análisis global, se necesita proveer un conjunto de den-
sidades de partones iniciales a alguna escala µ = Q0 (condiciones de contorno
para fijar las soluciones de las ecuaciones de evolución). Ésto se realiza en térmi-
nos de funciones fj(x,Q0, {ai}), donde los ai son párametros ajustables que, al
terminar un análisis global, serán determinados a través de un proceso de ajuste.
En principio, debería existir completa libertad para elegir la forma paramétrica de
las densidades de partones iniciales, puesto que estas funciones representan nues-
tra ignorancia sobre la estructura no perturbativa de los hadrones a una escala
donde quarks y gluones se encuentran confinados. Sin embargo, en la práctica
las parametrizaciones suelen tener la forma
fj(x,Q0, {ai}) = a0 xa1(1− x)a2 P(x) (1.41)
Motivaciones físicas, originadas en los límites de x→ 0, permiten interpretar
a a1 en la teoría de Regge. Por otro parte, a2 puede relacionarse, en el límite
x→ 1, con la función de onda de los quarks de valencia y las reglas de conteo.
La función P(x), es de origen puramente fenomenológica y se escoge para que
el comportamiento a valores intermedios de x sea el necesario para representar
adecuadamente a las densidades de partones no perturbativas. Por último, es
importante mencionar que ciertas consideraciones, como por ejemplo la simetría
de isoespín fuerte, pueden implementarse para reducir el número de parámetros
libres y volver el análisis más determinable.
La forma más práctica de determinar los parámetros libres de las densidades
de partones es comparar la teoría con una gran diversidad de experimentos a
través de una ajuste por cuadrados mínmimos. Este procedimiento consiste en
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donde los índices n y k etiquetan experimentos y datos experimentales, res-
pectivamente. Para el n-ésimo experimento, Enk y δEnk denotan cada dato
experimental y la incerteza experimental, respectivamente, mientras que Tnk re-
presentan a su predicción teórica. Recordemos que éstas últimas se obtienen a
partir de QCD perturbativa como una convolución entre una sección eficaz partó-
nica regularizada y densidades de partones, se evolucionan en cada caso a partir
de los parametrizaciones iniciales hasta la escala de energia de los experimentos,
utilizando las ecuaciones de evolución. Por esta razón, las cantidades Tnk depen-
den de los parámetros a determinar, representados por el vector a. Por un lado,
mientras que el parámetro ωn permite pesar la importancia de un experimento
(basado en consideraciones físicas o información experimental) en relación a los
demás, por el otro se incluyen factores de normalización relativa Nn que permi-
ten acomodar las escalas de los distintos experimentos. Este método tiene
una gran efectividad para determinar los parámetros a puesto que incorpora en
una manera uniforme todos los vínculos que imponen los datos experimentales
al mismo tiempo que los provee de cierta flexibilidad.
1.9. Hadronización y funciones de fragmenta-
ción
La dispersión de electrones y positrones a altas energías provee una técnica
para explorar otros aspectos de la física de los partones: la producción de ha-
drones. En el centro de masa del par electón - positrón, el fotón producido en
reposo tras la aniquilación puede, entre otras posibilidades, dar lugar a un par
quark - antiquark. Un importante resultado de lattice QCD muestra que el po-
tencial efectivo entre el quark y el antiquark crece linealmente con la distancia
haciendo que, por este motivo, se frenen. Al desacelerarse los partones emiten
gluones soft, que a su vez pueden decaer en nuevos pares quarks - antiquark
que al desacelerarse radían también gluones de baja energía. A lo largo de es-
te proceso, la energía se va degradando hasta que, a una separación del orden
del 1 fm (≈ c~/ΛQCD), la constante de acoplamiento αS se vuelve grande (ré-
gimen no perturbativo). Entonces, a través de un mecanismo no perturbativo
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desconocido, decenas de hadrones son producidos (mesones π en su mayoría) y,
posteriormente, observados por detectores en experimentos.
Los partones en su estado libre nunca son observados, sin embargo, la ani-
quilación electrón - positrón entendida en el contexto del modelo de partones
permite realizar predicciones únicas, como la distribución angular en jets de los
hadrones, sus direcciones o la relación entre la seccion eficaz total de aniquilación
electrón - positrón a hadrones respecto de la sección eficaz total de aniquilación
electrón positrón a un par muón - antimuón.
El proceso a través del cual hadrones son producidos a partir de partones
casi libres es denominado fragmentación o hadronización. A causa del confina-
miento, dicho proceso ocurre inevitablemente. En particular, la descripción de la
fragmentación de un partón a hadrones puede realizarse usando un formalismo
análogo al introducido para describir la estructura interna de los hadrones. En
este contexto la sección eficaz de producción de un determinado tipo de hadrón













+e− → qq¯; y · s) DCk (x/y) (1.44)
donde
√
s es la energía total disponible en el proceso de aniquilación electrón -
positrón e y es la fracción de esta energía trasportada por el partón del tipo k
que inicia la fragmentación. El hadrón C, producido en el estado final, trasporta
una fracción x de la energía de centro de masa de la reacción. Las funciones
DCk (z), donde z = x/y resulta la fracción de impulso del partón fragmentante
transportada por el hadrón en el estado final, son conocidas como funciones de
fragmentación. Estas funciones son una medida de la probabilidad de que un
partón del tipo k fragmente en un hadrón del tipo C transportando la fracción z
de su impulso.
La cantidad σk representa a la sección de aniquilación electrón - positrón
a partones, donde se ha integrado sobre todos los posibles momentos de los
partones finales menos uno del tipo k. σk puede calcularse a cualquier orden de
αS en teoría de perturbaciones. El orden dominante predice que el cociente entre
la sección eficaz de producción de un determinado tipo de hadron C y la sección
total de produccion de hadornes tiene un comportamiento invariante antes la
escala s. Sin embargo, los datos experimentales muestran que este escaleo no
es perfecto. Para mejorar la precisión del cálculo debemos ir a ordenes más
altos incluyendo correcciones reales y virtuales. Desafortunadamente esto conlleva
la aparición de divergencias soft y colineales (además de las ultravioletas que
son absorbidas en los parámetros de LQCD. Como en el caso de la dispersión
profundamente inelástica, algunas de estas divergencias (las soft) se cancelan
al sumar las contribuciones con emisión real y virtual de gluones, mientras que
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otras (las colineales) pueden factorizarse y ser absorbidas en una redefinición de
as funciones de fragmentación.
La funciones de fragmentación efectivas dependen de una escala de factori-
zación µ0, incluida necesariamente para la extracción de la singularidades de la
sección eficaz partónica. Las funciones de fragmentación son, como las densida-
des de partones, funciones naturalmente no perturbativas de las cuales QCD sólo
conocemos cómo evolucionan con la escala de factorización
dDa
d log µ02
= P¯ab ⊗Db (1.45)
Las función P¯ab son las análogas a los núcleos de Altarelli-Parisi para las funciones
de fragmentación. De hecho puede demostrarse que, al orden más bajo en teoría
de perturbaciones, P¯ab = Pab+O(αS). El sistema de ecuaciónes dado por la Ec.
(1.45), junto con la hipótesis de universalidad de las funciones de fragmentación
ofrece, al igual que con el caso de las densidades de partones, la posibilidad de
extraer funciones de fragmentación a partir de datos experimentales, mediante
la implementación de un análisis global de QCD.
1.10. Quarks pesados
Hacia el año 1974, podía decirse que la mayoría de los físicos de partículas se
sentían confundidos en cuanto al modelo de quarks. Los constituyentes del protón
eran llamados partones, y se prefería no identificarlos de manera explícita con los
quarks. Sin embargo, el modelo de quarks fue rescatado por el descubrimiento
completamente inesperado del mesón J/ψ. Esta partícula fue descubierta de
manera independiente por los equipos de SLAC y Brookhaven, durante en el
verano de 1974, que la denominaron J y ψ, respectivamente.
El J/ψ es eléctricamente neutro y extremadamente masiva (casi tres ve-
ces más pesado que el protón). Pero sin duda lo más inusual de ésta partícula,
para aquel entonces, era su tiempo vida medio extraordinariamente largo (apro-
ximadamente mil veces mayor al de cualquier partícula conocida con una masa
comparable). Esta característica daba cuenta de aspectos novedosos de la física
y por este motivo los eventos que se precipitaron a partir del descubrimiento del
J/ψ fueron conociddos como la Revolución de Noviembre.
En los meses siguientes, el foco de debate de la escena de la física de partículas
fue la naturaleza del J/ψ y la explicación aceptada fue provista por el modelo de
quarks. En la década de los 70’, se conocían siete constituyentes fundamentales
de la materia, cuatro leptones (e−, νe, µ− y νµ) y tres quarks (u, d y s). Si bien
Glashow, Iliopoulos y Maiani expusieron argumentos técnicos más contundentes,
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charm c 1,29+0,05−0,11 GeV +2/3 1/2 +1/2
izquierda: 1/3
derecha: 4/3
bottom b 4,18+0,03−0,03 GeV −1/3 1/2 −1/2
izquierda: 1/3
derecha: −2/3
top t 172,4+0,1−0,1 GeV +2/3 1/2 +1/2
izquierda: 1/3
derecha: 4/3
Tabla 1.1: Propiedades que caracterizan a las tres especies de quarks más pesados.
esta asimetría entre la cantidad de leptones y quarks fue el impulso inicial para
especular con la existencia de un cuarto quark: el quark charm (c).
Sin embargo, debe tenerse en cuenta que el J/ψ no era un buen candidato
para confirmar la existencia del c, puesto que al ser eléctricamente neutro, debería
ser entendido como un estado ligado de un quark c y su antipartícula asociada
(J/ψ = (cc¯)) y por lo tanto su contenido neto de charm sería nulo. Hizo falta
esperar un tiempo, hasta la confirmación de la primer evidencia sobre la existencia
de bariones “encantados” (charmed): las partículas λ+c = (udc) y la Σ
++
c =
(uuc), en 1975. Durane los siguientes dos años, fueron descubiertos los primeros
mesones con contenido de charm no nulo (D0 = (cu¯), D+ = (cd¯) y D+s =
(cs¯)). A partir de estos resultados, la interpretación de la naturaleza del J/ψ fue
establecida sin lugar a la duda, y de este modo el modelo de quarks debió ser
extendido.
Ahora bien, la historia no termina aquí, puesto que durante 1975 también
fue descubierto un nuevo leptón, arruinando la simetría entre quarks y leptones
propuesta por Glashow. Además, este leptón, denominado tau, posee su propio
neutrino, por lo que necesariamente dos quarks debían ser descubiertos para res-
taurar dicha simetría. Afortunadamente, dos años más el mesón pesado Υ = (bb¯)
fue descubierto, permitiendo especular con las existencia de un quinto miembro
en la familia de los quarks: el quark bottom (b). Así, la búsqueda de hadrones
con contenido neto no nulo de partículas b a través de las que se descubrieron
las partículas λb = (ubd) (1981), B0 = (bd¯) y B=(bu¯) (1983). A estas alturas
no resultaba demasiado descabellado creer en la existencia de un sexto quark,
que eventualmente fue descubierto en 1984. Esta partícula, denominada, como
quark top, permitió restablecer la simetría de Glashow, con seis leptones y seis
quarks como constituyentes fundamentales de la materia conocida.
En la Tabla 1.1 se resumen algunas de las propiedades que caracterizan a
los quarks charm, bottom y top. Puede observarse que dichos sabores sabores
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poseen masas realmente grandes, incluso mayores a las del protón. De hecho, el
quark top es, hasta el día de hoy, la partícula elemental más masiva observada.
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Figura 1.6: Funciones de densidad de partones, para Q2 = 10 GeV2 yQ2 = 104 GeV2, extraídas
por MMHT en un análisis al orden siguiente del orden siguiente al dominante [48]. Las bandas
de incerteza corresponden a un nivel de confianza del 68%.
Los quarks pesados son objetos de estudio extremadamente interesante en sí
mismos, pero también como herramientas para adquirir un mejor entendimiento
acerca de otros aspectos de la física, que van desde las resonancias de mesones
livianos hasta las extensiones del Modelo Estándar incluyendo objetos muy ma-
sivos. Pero además, debe destacarse que, aún cuando los números cuánticos del
protón están determinados, según el Modelo de Quarks, por los de un triplete
de dos quarks up y uno down (denominados de valencia), los quarks pesados
forman parte de su estructura interna. Como podemos ver en la Figura 1.6 pode-
mos ver una representación de las funciones de densidad de partones de quarks
y gluones en función de la fraccón x de impulso del protón transportada por es-
tas partículas, para Q2 fijo, extraídas por el grupo MMHT (Martin, Motylinskia,
Harland-Langa y Thorne [48]). Recordando que estas funciones son una medida
de la probabilidad de encontrar un determinado tipo de partón trasnportando
parte del impulso del protón, podemos observar en la Figura 1.6 que la mayor
parte del impulso está distribuida en los sabores de valencia. Aunque este resulta-
do es esperable, a partir de la efectividad del Modelo de Quarks para describir las
propiedades de los hadrones, este gráfico revela que la estructura del protón es
mucho más compleja, independientemente de la escala de energía considerada.
Podemos observar, por ejemplo, que existe una inmensa probabilidad de encon-
trar gluones dentro del protón trasportando una pequeña fracción de impulso
(aproximadamente menor a 0,01). Esto quiere decir que la estructura interna de
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los protones contiene, además de quarks de valencia, una gran cantidad de gluo-
nes. Pero ésto no es todo, tanto para Q = 10 GeV2 como para Q = 104 GeV2,
el protón está compuesto también de una gran cantidad de quarks charm que
transportan pequeñas fracciones del impulso del protón, mucho mayor que la de
quarks de valencia. Pero aún más, puede observarse que, por encima del umbral
correspondientes a la masa de los quarks de sabor bottom, es mucho más pro-
bable encontrar dentro del protón quarks con éste sabor que quarks up o down,
transportando una fracción de impulso x < 0,01. Es decir, aunque puede pen-
sarse que las propiedades que caracterizan al protón son heredadas a partir de
las de los quarks de valencia, los quarks pesados, así como también los gluones,
componene una parte esenciales de su estructura interna, denominada como mar
de quakrs.
Por otra parte, los quarks de sabor pesado pueden ser producidos en procesos
como la aniquilacón electrón - positrón a hadrones, cuando se cuenta con la su-
ficiente energía. Como, ya hemos mencionado antes, estas partículas no pueden
ser observadas de forma directa, sólo los hadrones producidos a partir de la ha-
dronización de estas partículas son detectados en los experimentos. Adelantando
los resultados que serán expuestos a lo largo de esta Tesis, puede observarse que
la probabilidad de producir piones en procesos como la aniquilacón electrón -
positrón a partir de la fragmentación de quarks o antiquarks de sabor pesado
es realmente significativa, incluso comparable con la de producirlos a partir de
quarks up, aún cuando aquellos sólo forman parte del mar de quarks de los piones.
Capítulo 2
Esquemas masivos y no
masivos de factorización
2.1. Introducción
El interés en la inclusión de los efectos de las masas de los sabores pesados en
las funciones de estructura fue revivido por el descubrimiento de que las diferentes
formas de tratar los términos suprimidos por la masa de los quarks en un ajuste
global puede afectar a las predicciones sobre la producción total de bosones W y
Z en el LHC en hasta en un 10%.
Los más natural para realizar cálculos de secciones eficaces partónicas es con-
siderar un esquema con número fijo de sabores (FFNS). En estos esquemas el
número de sabores activos (con PDFs no idénticamente nulas) está asociado a
la escala de energía donde se desea obtener mayor precisión en la descripción. En
aquellos casos donde la escala de energía del proceso estudiado es mucho mayor
a la escala que definen las masas de los quarks, puede optarse por un esquema
donde los sabores pesados son tratados como no masivos (que distinguiremos
con el nombre ZM-FFNS) sin perder precisión en forma significativa. Esta apro-
ximación tiene como ventaja la simplificación de los cálculos de las secciones
eficaces partónicas. Sin embargo, para procesos a escalas de energía del orden
de la masa mh de un dado quark, resulta mucho más razonable considerar a
éste como masivo, guardando todos aquellos términos dependientes de mh. En
estos esquemas, si la escala de energía considerada relevante en el proceso no es
suficientemente grande como para producir quarks pesados, éstos aparecen en
los diagramas sólo asociados a líneas internas (CWZ).
Ahora bien, como se ha sugerido en el párrafo anterior, una mejor aproxima-
ción podría consistir en cambiar el número de sabores activos en función de la
escala de energía. Por esta razón, se ha buscado construir esquemas con núme-
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ro variable de sabores (VFNS) que conecten distintos esquemas FFNS, con un
número de sabores activos adecuado para la escala de energía considerada. En
primera aproximación, se puede buscar considerar sólo esquemas FFNS donde
todos los quarks son considerados como no masivos (ZM-VFNS). Estos esque-
mas son muy prácticos para un análisis global en el que se consideren diferentes
muestras experimentales distribuidas en un amplio rango de escalas de energía,
aunque no poseen suficiente precisión cerca de los umbrales de las masas de los
quarks pesados (la secciones eficaces resultan discontinuas).
Una técnica VFNS para incluir los efectos de las masas en las funciones
de estructura fue desarrollado, basado en un esquema de renormalización con
desacoplamiento explícito de la evolución de QCD de los quarks pesados. Este
método (denominado ACOT por Aivazis, Collins, Olness y Tung) permite obtener
secciones eficaces continuas con gran precisión en un amplio rango de escalas de
energía. El método ACOT ha sido usado por la colaboración CTEQ desde 2007.
Un método alternativo (llamado TR por Thorne y Roberts) es implementado
en los análisis globales del grupo de Durham: MRST, MSTW y MMHT. Las ideas
principales de este esquema son similares a las del método ACOT. Sin embargo, el
esquema TR se enfoca en procurar que las funciones de estructura y sus derivadas
tengan un comportamiento suave a través de los umbrales asociados a las masas
de los quarks pesados.
Un técnica diferente para la inclusión de los efectos de la masa de los quarks
pesados, el método llamado FONLL por fixed-order next-to-leading logarithm,
que fue introducido en el contexto de la producción de quarks pesados en procesos
de producción de hadrones. El nombre FONLL es motivado por el hecho de que
el método fue originalmente usado para combinar cálculos a orden fijo (FO),
con ausencia de efectos de masa, con cálculos al orden siguiente al logaritmo
dominante (NLL), en los que son conservados términos dependientes de mh. A
grandes rasgos, la sección eficaz FONLL contiene ambos tipos de contribuciones
más un término que permite suprimir los efectos de uno u otro en función de
la escala de energía considerada. El método es enteramente general, puede ser
usado para combinar consistentemente cálculos a orden fijo y con resumación a
cualquier orden y, es usado actualmente por la colaboración NNPDF.
En este capítulo daremos un resumen detallado de las técnicas que acabamos
de mencionar y que son usadas para incluir la masa de los quarks pesados en el
análisis de las funciones de estructura que describen la dispersión profundamente
inelástica. Esto permitirá construir una base teórica para los próximos capítulos
donde discutiremos la aplicación de estos esquemas con fin de poder realizar una
descripción cuantificada de los procesos de producción de mesones livianos. Para
ayudar a la lectura de las siguientes secciónes, en la Tabla 2.1 se resumen las
caracteriísticas generales de los esquemas mencionados, que serán descriptos que
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más detalle a lo largo de este capítulo.
Tabla 2.1: Características generales de los distintos esquemas de factorización para el trata-
miento de problemas de múltiples escalas en QCD.
FFNS VFNS
ZM-FFNS CWZ ZM-VFNS ACOT TR FONLL
Número de
sabores Fijo Fijo Variable Variable Variable Variable
Quarks masi-
vos No Si No Si Si Si
Continuidad




Si Si No No Si Si
2.2. Esquemas FFNS y VFNS
Con el fin de incluir los efectos de la masa de los quarks pesados retomemos la






Figura 2.1: Representación diagramática del proceso de dispersión profundamente inelástica
entre un leptón del tipo l1 y una hadrón del tipo N .
l1(p1) +N(P )→ l2(p2) +X(PX) (2.1)
Como ya hemos mencionado antes, para Q2 lo suficientemente grande, la in-
teracción ocurre como si el leptón interactuara electrodébilmente con centros
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dispersores (partones), constituyentes del protón. La evolución de los partones
hacia y desde el instante en que ocurre dicha interacción es gobernada escen-
cialmente por QCD, mientras que la del leptón está determinada por la teoría
electrodébil. Esta separación se pone de manifiesto en la sección eficaz, que puede
escribirse de la siguiente manera:
dσ
dx dy
∝ Lµν Wµν , (2.2)
donde Lµν y W µν representan a los tensores leptónico y hadrónico que contienen
la información acerca de la transición entre los estados inicial y final del leptón y
el hadrón, respectivamente. A diferencia del tensor leptónico, el tensor hadrónico
sólo puede expresarse parametrizándolo en términos de las funciones de estructura
inelásticas, que introdujimos antes en el Capítulo 1. El teorema de factorización




ωµνa (x,Q,mh, αS(µ))⊗ fa(x, µF) (2.3)
donde la suma se realiza sobre los distintos tipos de partones. En esta expresión
se encuentra explicitada una dependencia en la masa mh de los quarks pesados
(denotados por la letra h por la palabra heavy). En este caso elegimos proyectarlo
a lo largo del de los vectores de polarización ε(λ)µ (q, r) (donde λ = +, 0,− y r
indica un vector de referencia) del bosón mediador de la interacción
W (λ) = ε(λ)∗µ (q, P )W
µν ε(λ)ν (q, P ) (2.4)
Pero aún resulta más práctico utilizar las funciones de estructura F1, F2 y F3
que quedan definidas a través de las siguientes relaciones



























Ck,a(x,Q,mh, αS(µ))⊗ fa(x, µ) (2.8)






































Figura 2.2: Diagramas con correcciones virtuales y reales que contribuyen al cálculo del coefi-
ciente Ck,q (siendo q cualquiera de los distintos tipos de quarks) al orden O(αS).
donde el índice a suma sobre los distintos tipos de partones, y los coeficientes
Ck,a pueden calcularse perturbativamente como una serie de potencias en αS. Al
dominanteO(αS, los diagramas que deben calcularse se encuentran representados
en las Figuras 2.2 y 2.3. Notemos que los gluones no son capaces de interactuar
vía la fuerza electrodébil, estos partones participan en los procesos de dispersión
profundamente inelástica decayendo previamente en un par quark-antiquark. Por
este motivo, la contribución de gluones Ck,g, a diferencia de las de los partones
restantes, se manifiestan a partir del orden O(αS) puesto que éstos partones no














Figura 2.3: Diagramas que contribuyen al cálculo del coeficiente Ck,g, al orden O(αS).
Para calcular las funciones coeficiente Ck,a es posible tratar a todas lineas
de quarks internas y externas en los diagramas de subprocesos partónicos como
correspondientes a partículas no masivas. De esta manera, en los cálculos sur-
girán divergencias infrarrojas que, como ya mencionamos, deben ser aisladas y
sustraídas para obtener cantidades físicas finitas. Esto suele realizarse implemen-
tando el esquema MS de substracción. Las funciones de estructura son entonces
obtenidas en el esquema de masa cero (ZM por zero-mass):
F ZMk (x,Q) =
X
a
CZMk,a (x,Q, αS(µ))⊗ fZMa (x, µ) (2.9)
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donde CZMk,a representan a las funciones coeficiente calculadas en dicho esquema.
Las singularidades infrarrojas provienen del hecho de haber establecido mh = 0
para las masas de los quarks pesados cuando las funciones coeficiente contienen
contribuciones logarítmicas del tipo log(Q2/m2h):














CZM(2)k,a + · · · (2.10)
La forma más natural de factorizar estas contribuciones es absorberlas en las de-
finiciones de las PDF. Ésto, como ya mencionamos en el Capítulo 1, hace que las
densidades de partones adquieran una dependencia en la escala de factorización
que es descripta a partir de las ecuaciones DGLAP. En este esquema no existe
ninguna dependencia respecto de la masa de los quarks pesados. Sin embargo,
las funciones coeficiente y la evolución DGLAP dependen del número de sabores
no masivos activos: sólo estos sabores y los gluones poseen una PDF asociada,
mientras que las PDF restantes son idénticamente nulas. De esta manera, existen
tantos esquemas de este tipo como sabores, entre los que se destacan: ZM de 3
sabores (u, d y s sabores activos), ZM de 4 sabores (u, d, s y c sabores activos)
y ZM de 5 sabores (u, d, s, c y b sabores activos). En general, hablaremos de
esquemas no masivos con un número fijo N de sabores activos (N -ZM-FFNS,
siglas de su nombre en inglés N zero mass fixed flavour number schemme)
Ahora bien, aunque todos estos esquemas con número diferente de sabores
activos provienen de procedimientos de factorización y renormalización (obser-
vemos que la Eq.(1.28) depende del número de sabores) diferentes, la forma de
conectarlos entre ellos es conocida orden a orden en potencias de αS [40]. Estas
condiciones de empalme permiten pasar de un esquema de N -ZM-FFNS a uno
de un esquema de N+1-ZM-FFNS, de manera continua, para cualquier escala
arbitraria µmatch. La elección más natural es tomar a esta escala µmatch igual a la
masa del sabor activado (que en general corresponde a la de un sabor pesados
mh). Así, en la práctica se trabaja en un esquema 3-ZM-FFNS para µ < mc,
en un esquema 4-ZM-FFNS para mc ≤ µ < mb, en un esquema 5-ZM-FFNS
si mb ≤ µ < mt, y así siguiendo. Esto define un esquema distinto a los an-
teriores conocido como esquema no masivo con un número variable de sabores
(ZM-VFNS por sus siglas en inglés). Debe tenerse en cuenta que el espacio de
fase de los quarks masivos, sobre el que se realizan las integrales de convolu-
ción, es diferente al de los no masivos. Con el fin de reducir estas diferencias,
los esquemas ZM-VFNS suelen ser complementados con la prescripción “slow-
rescaling” [23] a través de la que se incluyen los efectos cinemáticos’de la masa
de los quarks pesados en la definición de la fracción de momento
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El esquema ZM-VFNS es una buena aproximación cuando las escala Q del
procesos que se buscan describir está los suficientemente lejos del umbral de
la masa de los sabores pesados. Cuando Q ≈ mh, este esquema de análisis
pierde precisión por haber despreciado contribuciones potencialmente grandes,
proporcionales (m2h/Q
2)n, en las funciones coeficiente CZMk,a .
De manera alternativa, podemos retener las masas mh de los sabores pe-
sados en el cálculo de las funciones coeficiente. Ésto previene la aparición de
divergencias infrarrojas, que al no necesitar ser factorizadas, dejan a las PDF
de sabores pesados desacopladas de las evolución DGLAP. Una opción natural
para este problema es implementar el método CWZ [34] (por Collins, Wilczek y
Zee). Suponiendo que los quarks pesados corresponden al (N+1) -ésimo sabor,
las prescripción CWZ es muy simple: se implementa un esquema N -ZM-FFNS
para toda escala Q (utilizando las ecuaciones de evolución de N sabores para
αS y las PDF) y donde las funciones coeficiente son calculadas tratando a los
sabores livianos como no masivos (sustrayendo las divergencias infrarrojas en el
esquema MS) e incluyendo líneas internas de sabores pesados en los diagramas,
si es que se requiere, sólo para Q > mh. En este esquema, las PDF de sabores
pesados son idénticamente nulas y quedan completamente desacopladas de la
evolución de QCD y, por este motivo, se lo denomina como de número fijo de
sabores (FFNS, sin el acrónimo ZM puesto que se conservan los efectos de las
masas de los sabores pesados). Por ejemplo, en caso de tratar a los sabores u, d
y s como livianos
F FFk (x,Q,mh) =
X
a=u,d,s,g
CFFk,a(x,Q,mh, αS(µ))⊗ fFFa (x, µ) (2.12)
Sin embargo, al no resumar los términos proporcionales a log(m2h/Q
2), para
Q mh éstos términos se vuelven dominantes deteriorando la convergencia de
las series perturbativas.
Los esquemas FFNS y ZM-VFNS maximizan su precisión en regiones com-
plementarias de la escala de energía: Q . mh y Q  mh, respectivamente.
Entonces, se vuelve necesario contar con un esquema que permita realizar una
descripción precisa para todo Q. Conceptualmente, este esquema debe inter-
polar suavemente entre uno del tipo FFNS para Q . mh y otro ZM-VFNS
para Q  mh. Existen muchos métodos para realizar ésto, denominados en
forma general como esquema general de masa con número variable de sabores
(GM-VFNS).
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2.3. El método ACOT
ACOT [12, 13] (por Aivazis, Collins, Olness y Tung) es un esquema usado por
la Colaboración CTEQ, que provee un marco de trabajo que permite incorporar
los efectos de las masas de los quarks pesados en los cálculos teóricos de pro-
ducción de los mismos. Este esquema está construido a partir del procedimiento
de renormalización del método CWZ [34] que provee la base formal gracias a la
cual el ACOT resulta válido a todo orden.
En 1998 Collins extendió el teorema de factorización, permitiendo tratar a
los quarks pesados como partículas masivas para asegurar que los procesos que
involucran este tipo de quarks puedan ser calculados a todo orden en teoría
de perturbaciones. A partir de estos ingredientes, el esquema ACOT ofrece la
posibilidad de incluir los efectos de la masa de los quarks pesados para el rango
completo de escalas de energía: asegura el desacoplamiento completo de los
quarks pesados para Q mh como lo requiere un esquema tipo FFNS, mientras
que tiende asintóticamente al esquema ZM-VFNS, en el límite Q mh.
Para adquirir estas cualidades, el esquema ACOT requiere de una redefinición
de las funciones coeficiente que denotaremos como CACOTk,a . Las funciones origina-
les Ck,a se obtienen en forma directa a partir de los cálculos de las amplitudes de
producción de quarks livianos o pesados en procesos de dispersión profundamente
inelástica, reteniendo en cualquier caso la masa de los quarks pesados mh. Estos
cálculos se realizan en forma perturbativa según
CFFk,a = CFF(0)k,a +
αS
4π
CFF(1)k,a (x) +O(α2S) (2.13)
Si bien el índice a será sumado sobre todos los tipos de quarks y los gluones,
resulta más claro encarar la descripción del esquema ACOT como si sólo existieran
dos tipos de sabores: quarks livianos q y quarks pesados h. Indudablemnte, existe
una íntima relación entre las funciones coeficiente Ck,a y CACOTk,a : aplicando la idea




CACOTk,b ⊗ Γba (2.14)
donde el operador matricial Γ se calcula perturbativamente [27]. Los elementos
de matriz de Γba pueden interpretarse como funciones de densidad partónicas
que indican la probabilidad de encontrar un partón del tipo b dentro de uno del
tipo a.
En aquellos casos en los que a = b y coinciden con q, q¯ o g, se observa que
Γab = 1+O(α2S). En el caso de que sólo uno de los índices de a o b sean iguales
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a q o q¯, Γab = O(α2S). Mientras que en los casos restantes



















P (0)gq (x) +O(α2S) (2.17)
Las funciones P (0)ab (x) coinciden con el orden dominante de los núcleos de Altare-
lli - Parisi introducidos en el Capítulo 1. Es importante notar que los logaritmos
log(Q2/m2h) simbolizan de alguna manera las divergencias colineales que se ma-
nifiestan en el límite Q mh.
Las funciones coeficiente CACOTk,b se calculan en forma perturbativa
CACOTk,b (x) = CACOT(0)k,b (x) +
αS
4π
CACOT(1)k,b (x) +O(α2S) (2.18)
De esta manera, conectando las definiciones anteriores puede observarse que









CACOT(0)k,b ⊗ Γ(1)ba + CACOT(1)k,b
)
+O(α2S) (2.19)
Luego, comparando orden a orden, es posible invertir esta ecuación para
escribir las funciones coeficiente del esquema ACOT en términos de las Ck,a.










De esta manera, las funciones de estructura ACOT toman la forma
FACOTk = CFF(0)k,q ⊗ f+ACOTq +
αS
4π
CFF(1)k,q ⊗ f+ACOTq +



















⊗ f+ACOTg +O(α2S) (2.21)
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donde hemos aplicado las notación f+a = fa + fa¯. Ésta es la ecuación maestra
para las funciones de estructura en el esquema ACOT y, como podemos ver,
despreciando las contribuciónes de orden O(α2S) o superior, sólo se modifica la
parte asociada a los quarks pesados de las funciones de estructura.
El esquema ACOT contiene todos los ingredientes para ser una descripción
teórica consistente de la produccción de quarks pesados en un amplio rango de
escalas de energía. En particular, si miramos aquellos procesos donde el quark en
el estado inicial es masivo y las escala Q es del mismo orden que su masa mh,
los términos proporcionales a los logaritmos logQ2/m2h se vuelven despreciables
y, aplicando las prescripción CWZ, las PDF de sabores pesados, esto es f+h , son













CFF(1)k,g ⊗ fg +O(α2S) (2.22)
Por otro lado, en el límite Q  mh los términos de sustracción se vuelven
grandes y cancelan las contribuciones logarítmicas en los coeficientes C(j)FFk,a , que




















CZM(1)k,g ⊗ fg +O(α2S) (2.23)
que reproduce los resultados del esquema ZM-VFNS, adecuado para estudiar las
funciones de estructura a escalas de Q mucho mayores que todas las masas.
Vale la pena mencionar la existencia de las algunas variaciones del esquema
ACOT que también pueden implementarse a la hora de hacer un análisis global
para extraer densidades de partones considerando los efectos de las masas de los
quarks pesados. Una de estas variaciones es el método S-ACOT (o Simplified -
ACOT) en el que, en los cálculos, se considera mh = 0 para los quarks pesados
en el estado inicial. Ésto viene motivado a partir de que se ha demostrado que
no hay ninguna pérdida de precisión en la aplicación del ACOT al realizar esta
consideración [62]. Sin embargo, debe notarse que el esquema S-ACOT no es
aproximación sino un esquema de renormalización que puede extenderse a todo
orden en teoría de perturbaciones.
Debe tenerse en cuenta que al considerar la posibilidad de que se produzcan
quarks masivos en un procesos fuerte, el espacio de fase del estado final se
reduce. En particular si n quarks de masa mh son producidos en el estado final,
W 2 = Q2(1− x)/x > (nMH)2 y por lo tanto, se encuentra que la cota mínima
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Ésta es la motivación original del corrimiento x → χ que define la prescrip-
ción slow-rescaling. La generalización de esta prescripción implementada en el
esquema ACOT define otra variante definida como el método ACOT-χ.
Por último, se debe mencionar que los esquemas S-ACOT y ACOT-χ no son
incompatibles y que pueden ser combinados. Ésto genera una tercera variante
del esquema ACOT denominada S-ACOT-χ.
2.4. El método TR
Como se ha mencionado antes, no existe una manera única de interpolar
entre los esquemas FFNS y ZM-VFNS. Dentro de los métodos alternativos a
ACOT es posible encontrar al esquema TR (por Thorne y Roberts), utilizado
por el grupo de Durham (MRST, MSTW y MMHT) en sus análisis, que realiza
un mayor énfasis en el correcto comportamiento de las funciones de estructura
alrededor de los umbrales establecidos por las masas de los quarks pesados y fue
introducido en las referencias [86] y [87].
El esquema TR repite la idea de que existen dos regiones separadas por un
punto de transición (lo estándar es elegir este punto como µ = mh). Por debajo
de esta escala los quarks pesados están desacoplados de la evolución aunque
pueden participar en los distintos diagramas que contribuyen a la sección eficaz,
en líneas internas o como partículas en el estado final usando los coeficientes
FFNS. Por encima de la escala de transición los quarks pesados se vuelven par-
tones activos, evolucionando de acuerdo a las ecuaciones DGLAP estándar. En
este régimen, las funciones de estructura se parametrizan en términos de funcio-
nes coeficiente de un esquema GM-VFNS que tienen, en el límite Q  mh, a
sus respectivas versiones en el esquema ZM-VFNS. A diferencia del ACOT, el
esquema TR exige que las funciones de estructura tengan una transición sua-
ve al cruzar los umbrales asociados a las masas de los quarks pesados. En esta
transición, la pendiente de las funciones de estructura construidas en el esquema
ACOT cambian abruptamente, que se manifiesta de forma explícita en como una
discontinuidad en sus derivadas. Para reflejar de manera más correcta la física
alrededor de los umbrales de las masas de los quarks pesados, el esquema TR
impone la continuidad de la derivada de las funciones de estructura en dichos
umbrales.
Las funciones de estructura en el esquema TR, al igual que en todos los
esquemas que hemos analizado hasta ahora, admiten un desarrollo perturbativo





C(1)TRk,q ⊗ f+TRq + C(1)TRk,h ⊗ f+TRh + C(1)TRk,g ⊗ f+TRg
o
+O(α2S) (2.25)
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El objetivo principal es determinar los coeficientes C(j)TRk,a de manera tal que la
función de estructura interpole entre un esquema FFNS y otro del tipo ZM-VFNS,
los que describen, respectivamente, la física a bajas y altas escalas de energía
respecto de mh, con una transición suave a través de los umbrales asociados a
la masa de cada quark pesado.
La función de estructura FTRk debe ser equivalente a la F
FF
k para Q . mh.
Sin embargo, se debe tener en cuenta que en el esquema FFNS los sabores
pesados no son activos mientras que en el esquema TR sí. Por este motivo,
para compatibilizar ambos esquemas se vuelve necesario escribir las PDF f+TRa
en términos de las f+FFb . Esto puede ser realizado a partir de las condiciones de
empalme evaluadas en la Ref. [27]



















⊗ f+FFg (x,Q) (2.28)
donde se han despreciado las términos de orden superior en αS. A partir de estas
condiciones, resulta evidente que la continuidad y la suavidad de la parte liviana
(asociada a q) esta garantizada. Por este motivo, de aquí en adelante sólo nos
concentraremos en las contribuciones de los sabores pesados y los gluones.











Esta relación permite escribir C(1)TRk,g en términos de C(0)TRk,g . Sin embargo, esta
relación no define a las funciones coeficiente del esquema TR en forma unívoca:
cualesquiera C(0)TRk,g y C(1)TRk,g que satisfagan esta relación son igualmente válidos.
Esta libertad puede ser aprovechada para elegir las funciones coeficiente que
garanticen la continuidad de las funciones de estructura a través del punto de
transición Q = mh.
Además, es importante remarcar que las funciones coeficiente correspondien-
tes a los quarks livianos, a orden O(αS), en el esquema FF y TR coinciden entre
sí. Ésto garantiza la continuidad en la derivada de la parte asociada a los quarks
livianos de la función de estructura a través de los umbrales asociados a las masas
del quarks pesado. Por lo tanto, debemos concentrarnos en las contribuciones de
quarks pesados y gluones. Así, al orden dominante (LO) en αS, podemos observar











donde el superíndice h hace referencia a que la función de estructura contiene
únicamente las contribuciones de sabores pesados y gluones. Al derivar cada uno

















P (0)qq ⊗ f+TRh + P (0)qg ⊗ fTRg

(2.31)







P (0)qq ⊗ f+TRh + P (0)qg ⊗ fTRg

(2.32)
Del mismo modo, podemos ver que la derivada de las función de estructura del









donde hemos descartado los términos que provienen de la derivada de la función
de fragmentación f+TRg por ser de orden O(α2S).
Para lograr una transición suave en el umbral asociado a cada sabor pesado,











Al evaluar las condiciones de empalme en Q = mh, encontramos que f+TRh = 0
y que f+TRg = f
+FF
g , de modo que









Generalizando esta relación para todo Q ≤ mh, identificamos las funciones coe-
ficiente del esquema TR al orden dominante.
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= P (0)qg (x), (2.36)
por lo que necesariamente CTR(0)k,h (x)→ δ(1− x). De esta manera, a partir de la








y por lo tanto FTRk → F ZMk . Así, queda corroborado el hecho de que el esque-
ma TR tiende asintóticamente al esquema ZM (regularizado implementando el
esquema MS para controlar las divergencias infrarrojas).
Los cálculos presentados en esta sección garantizan la continuidad de las
derivadas de las funciones de estructura Fk a LO. Para que esta condición se
satisfaga a orden O(αS), se requieren las definiciones de las funciones coeficiente
en el esquema TR al mismo orden. Para ello, hace falta extender el conocimiento
de las funciones de estructura a F FFk a orden O(α2S), para obtener a partir de
éste las definiciones correctas de la función CTR(1)k,h . Las expresiones detalladas de
estos coeficientes pueden encontrase en la Ref. [87].
Figura 2.4: Comparación entre las definiciones de la función de estructura F2 correspondientes
distintos esquemas de factorización.
Finalmente vale la pena remarcar que, si bien la definición del esquema
TR garantiza la continuidad de las funciones de estructura FTRk y sus deriva-
da dFTRk /d logQ
2, la forma en que este esquema se aproxima al límite Q2  m2h
2.5. El método FONLL 41
resulta un tanto singular [84]: las funciones de estructura FTRk sobre estiman a
la funciones de estructura calculadas en un esquema ZM-VFNS antes de acer-
carse asintóticamente a él. En la Figura 2.4 puede observarse cómo distintas
definiciones de la función de estructrura F2 se aproximan al límite Q2  m2h.
En particular, se destacan las diferentes manera de interpolar entre las funciones
correspondientes a tres y cuatro sabores no masivos que poseen esquemas ACOT
y TR.
2.5. El método FONLL
El método FONLL [43] es implementado en los análisis globales NNPDF
desde 2011 [22]. Está basado en los desarrollos pertubativos en la constante
de acoplamiento fuerte αS de los cálculos masivos y no masivos, y en la idea
de redefinir las funciones de estructura para obtener una interpolación entre los
regímenesQ . mh yQ mh. Como los otros esquemas GM-VFNS presentados,
el método FONLL intenta proveer un marco de trabajo con buena precisión en
un amplio rango de escalas de energía. Pero a diferencia de los esquemas TR
y ACOT, el método FONLL consiste simplemente en combinar las funciones de
estructura FFNS y ZM-VFNS sustrayendo, orden por orden en el desarrollo αS y
logQ2/m2h, lo necesario para evitar dobles conteos. En la práctica, se reemplazan
todos los términos cuya dependencia en la masa de los quarks pesados es conocida
por su expresión masiva exacta.
Veamos explícitamente cómo funciona el esquema FONLL. Por simplicidad,
para el resto de la discusión supondremos que se tiene N sabores livianos q y
sólo uno pesado h con masa no nula mh y, tomaremos escalas de factorización
y renormalización iguales entre ellas y también iguales a la escala característica
del proceso: µ = µR = µF = Q.
Suponiendo estas condiciones, podemos escribir la función de estructura
ZM-VFNS en forma general como sigue:
F ZMk (x,Q) =
X
a=q,q¯,g,h,h¯
CZMk,a (x,Q, α(N+1)S (Q))⊗ f (N+1)a (x,Q), (2.38)
donde se ha hecho explícita la lista de sabores activos que contribuyen a la función
de estructura, así como también la cantidad de sabores asociados que intervie-
nen en la evolución de la constante de acoplamiento fuerte αS y las PDF. Ade-
más, recordemos que las funciones coeficiente CZMk,a se obtiene perturbativamente
poniendo en los cálculos mh = 0, expícitamente, sustrayendo las divergencias
infrarrojas en el esquema MS. Este esquema es equivalente a uno en el que se
resuman las contribuciones αS logQ/mh, con mh no nula, hasta el orden NkLL.
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Por otra parte, la expresión de la función de estructura en el esquema FFNS
es dada por la expresión:
F FFk (x,Q) =
X
b=q,q¯,g
CFFk,b(x,mh, Q, α(N)S (Q))⊗ f (N)b (x,Q), (2.39)
en la que es necesario remarcar que en este caso la suma no contiene contribu-
ciones de sabores pesados y, que la constante de acoplamiento fuerte y las PDF
evolucionan en un esquema de N sabores activos. En este caso, las funciones
coeficiente CFFk,b se calculan reteniendo la dependencia completa en la masa mh
que actúa como un regularizador de las singularidades infrarrojas, hasta el orden
NkLO puro.
Haciendo uso de las condiciones de empalme de αS y de las PDF implemen-
tadas en el esquema TR es posible compatibilizar la evolución en la escala de



































donde recordemos que a = q, q¯, h, h¯, g y b = q, q¯, g. Ambos coeficientes ck(L)
y K(k)ab (x, L) son polinomios en L = log(mh/Q). Invirtiendo las condiciones de
empalme podemos escribir las funciones de estructura en términos de α(N)S y las
PDF f (N+1)a como sigue
F FFk (x,Q) =
X
b=q,q¯,g
BFFk,b(x,mh, Q, α(N+1)S (Q))⊗ f (N+1)b (x,Q) (2.42)
donde los coeficientes BFFk,b admiten un desarrollo de la forma:










Los coeficientes BFF(n)k,b contiene contribuciones logarítmicas que se vuelve
dominantes en el límite Q mh, es decir,
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donde las funciones BFF0(n)k,b (x, L) son polinomios de L. De esta manera podemos
definir el límite de masa cero de las funciones de estructura en el esquema FFNS
como
F FF0k (x,Q) =
X
b=q,q¯,g
BFF0k,b (x, L, α(N+1)S (Q))⊗ f (N+1)b (x,Q) (2.45)
donde las funciones coeficiente poseen un desarrollo perturbativo de la forma










Con todos estos ingredientes podemos formular el esquema FONLL como
sigue:
F FONLLk (x,Q) = F
FF
k (x,Q) + F
ZM
k (x,Q)− F FF0k (x,Q) (2.47)
Esta ecuación se interpreta de la siguiente manera: comenzamos con la función de
estructura F FFk , a la que le quitamos todos los términos que dan contribuciones
logarítmicas y constantes restando F FF0k , y finalmente reemplazamos todas estos
términos por las contribuciones masivas exactas contenidas en F FFk
Resulta evidente en la definición de F FONLLk que a valores grandes de Q
respecto de la masa mh esta función tiende a F ZMk . Por otra parte, cerca del
umbral asociado a la masa mh, la diferencia F ZMk − F FF0k es una contribución
subdominante en αS. De esta manera, podemos concluir que el esquema FONLL
posee todas las características de un esquema del tipo GM-VFNS.
Restulta importante subrayar que, en la práctica, la diferencia F ZMk − F FF0k
puede no ser despreciable. Por este motivo, puede ser conveniente introducir un
factor cinématico que reduzca los efectos de esta contribución para Q ≈ mh
F FONLLk (x,Q) = F
FF
k (x,Q) + f(Q)

F ZMk (x,Q)− F FF0k (x,Q)

(2.48)





aproximación de partones no
masivos
3.1. Introducción
Los partones producidos en procesos de interacción dura se vuelven inevita-
blemente parte de estados hadrónicos físicos, sin color y de carácter altamente
no perturbativos a través del mecanismo que denominamos hadronización o frag-
mentación. Aquellos procesos en los que un hadrón es observado en el estado final
pueden ser descriptos, a partir de los teoremas de factorización, en términos de
secciónes eficaces perturbativas vinculadas a los partones y de dos conjuntos de
funciones universales de carácter no perturbativo: las densidades de partones, que
guardan en si mismas toda la información acerca de la estructura de los hadrones
en el estado inicial antes de la interacción, y las funciones de fragmentación, que
cuantifican los detalles del proceso de hadronización.
Estos tres ingredientes son fundamentales para la descripción de cualquier
proceso en el que intervienen interacciónes fuertes, en el contexto de la QCD
perturbativa, volviéndose imprescindible conocerlos con suficiente precisión para
afrontar cualquier investigación en procesos de altas energías [32]. En ese sentido,
en los últimos años se ha progresado considerablemente, en particular en el cálculo
de órdenes altos en teoría de perturbaciones de las secciones eficaces partónicas y
de los núcleos de las ecuaciones que gobiernan la evolución de QCD, habiéndose
alcanzado el completo conocimiento del orden siguiente al dominante [88].
A lo largo de varias décadas, diversos estudios acerca de la estructura inter-
na del protón han permitido, de manera independiente, potenciar enormemente
nuestro conocimiento acerca de las distribuciones de partones [85]. Más allá
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de cualquier diferencia metodológica, los distintos conjuntos de densidades de
partones contemporáneos concuerdan en general unos con otros, dentro de los
pequeños márgenes de error de cada determinación, y proporcionan una imágen
de la estructura interna del protón completamente consistente con las observa-
ciones experimentales. Aún más, las diferencias provenientes del uso de uno u
otro conjunto de densidades de partones en la predicción de la mayoría de los
observables físicos resultan generalmente despreciables respecto de las incertezas
en su medición.
Siguiendo los pasos que llevaron a la determinación de las densidades de
partones, el conocimiento acerca de las funciones de fragmentación ha crecid´o
rápidamente, aunque aún no se ha alcanzado un nivel de precisión comparable al
que se tiene acerca de la estructura interna del protón. Inicialmente, la extracción
de funciones de fragmentación resultaba una tarea compleja, debido a que no se
contaba con una abudancia suficiente de datos experimentales (sólo se disponía
de datos de aniquilación electrón - positrón [15, 16, 49, 57, 63]) como para poder
desagregar las contribuciones de los distintos tipos de partones a la producción
de hadrones.
Afortunadamente, en los últimos años los experimentos de colisión protón -
protón y de dispersión profundamente inelástica leptón - nucleón semi-inclusivos
[11, 71] han alcanzado el nivel de precisión suficiente como para proporcionar
información adicional en regiones complementarias del espacio de fase. Además,
a diferencia de lo que ocurre en la aniquilación electrón - positrón semi-inclusiva
[1, 5, 10, 14, 26], en los procesos antes mencionados las contribuciones de los
distintos sabores poseen pesos diferentes permitiendo la distinción entre ellos.
A lo largo de este capítulo realizamos una discusión completa acerca de una
nueva extracción de funciones de fragmentación de piones [39], producida so-
bre la base teórica y conceptual desarrollada en el análisis DSS [40] (por de
Florian, Sassot y Stratmann). Presentamos un resumen detallado de sus com-
ponentes teóricas y experimentales más importantes, remarcando las principales
diferencias respecto del análisis DSS. En particular, se destaca principalmente la
incorporación de nuevos datos experimentales provenientes de experimentos de
aniquilación electrón - positrón semi-inclusivas publicados por las colaboraciones
Belle [68] y BaBar [67], que permiten relajar ciertos vínculos impuestos sobre
los parámetros en el análisis global DSS, además de que hacen posible explorar
nuevas regiones del espacio de fase.
3.2. Datos experimentales seleccionados
En el análisis global DSS, se emplearon en forma simultanea diversos con-
juntos de datos experimentales provenientes de procesos SIA, SIDIS y datos de
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colisiones pp. En particular, se consideraron datos de producción de piones carga-
dos en procesos SIA provenientes de los experimentos Tpc[10] a
√
s = 29GeV ,
Sld[2], Aleph[26], Delphi[5] y Opal[14],todos a
√
s = MZ . Para restringir
aún más a las funciones de fragmentación a lo largo de la escala de evolución, se
utilizaron también datos provenientes de Tasso[25] a energías de
√
s = 33GeV
y 44GeV , aunque estas mediciones poseen incertezas experimentales mayores
que las provenientes de los experimentos antes mencionados.
La primera novedad respecto del análisis DSS es la incorporción de conjuntos
de datos de experimentos SIA a piones publicados por las colaboraciones Ba-
Bar y Belle, a una energía de centro de masa de
√
s ≈ 10,5 GeV. Ambos
experimentos, de una alta precisión, poseen una incerteza relativa de entre 2%
y 3% y exploran un amplio rango de fracciones de impulso del pión en el esta-
do final alcanzando valores próximos a 1, mucho más allá de lo inspeccionado
previamente. Los datos con z ≤ 0,1 son excluidos para evitar cualquier impacto
potencial de correcciones finitas, pero no despreciables, de la masa de los piones,
proporcionales a Mπ/sz2. Ambos conjuntos fueron analizados como generados
por la fragmentaciones de nf = 4 sabores activos (no masivos). Los restantes,
tomados a escalas de energía mucho más grandes, fueron analizados como ge-
nerados a partir de nf = 5 sabores no masivos, y sólo fueron excluidos, como
en el anáisis DSS, aquellos correspondientes a z ≤ 0,05 para evitar las regiones
cinemáticas donde los núcleos de las ecuaciones de evolución no se encuentra
bien comportados.
Además de las mediciones inclusivas, el anáslisis DSS incluyó resultados discri-
minados por sabor (en inglés, flavor tagged). Estos datos fueron proporcionados
por Aleph, Delphi y Tpc y se separan por eventos sumados de quarks livia-
nos (u, d, s),eventos asociados a quarks de sabor charm y eventos asociados a
quarks de sabor bottom. Estos datos son de gran valor para la descomposición
en sabores, aunque cuenta con la desventaja de no ser medidas directas, sino que
la discriminación depende de algún tipo de modelo no perturbativo. Además de
estos datos, Opal[1] presentó mediciones totalmente separadas en sabor, en tér-
minos de la probabilidad ηHi (xp, s) de que un sabor de quark i = q+ q¯ produzca
un jet de hadrones H con una fracción de impulso z mayor que xp. Estos datos
son aún más difíciles de interpretar en el marco de la QCD perturbativa y por
este motivo se les asignó una penalidad de hasta un 10% extra en la incerteza
de ηHi (xp, s) para poder considerarlos en el análisis global.
Resulta importante remarcar que cualquier incompatibilidad de los datos de
gran precisión de BaBar y Belle, entre ellos o con los procedentes de LEP y
SLAC a
√
s ≈ 91,2 GeV puede potencialmente perjudicar la calidad del análisis
global.
Para mejorar la determinación de las funciones de fragmentación de diferentes
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sabores y poder separar las fragmentaciones favorecidas de las desfavorecidas, se
incluyeron en el análisis DSS datos provenientes de experimentos SIDIS. Más es-
pecíficamente, se hizo uso de datos preliminares de Hermes de piones cargados.
En este nuevo análisis global, éstos han sido reemplazados por los resultado fina-
les de la colaboración, publicados recientemente [11]. Estos datos corresponden










como en función del momento transferido Q2, en un rango de valores promedio
que va de 1,1 GeV a 7,4 GeV, en 4 bines de z entre los valores 0,2 y 0,8.
Otra novedad, es la inclusión de los datos preliminares de multiplicidades de
piones cargados provistos por la colaboración Compass [71]. Los datos están
presentados como función de la fracción de impulso z en bines de Q2 y de
la fracción de momento del estado inicial x. Este experimento cubre el mismo
espectro de valores de z que Hermes, aunque Compass recorre un espectro más
amplio de valores de x y Q2 debido a que la escala de energía de centro de
masa en este caso es mayor. Los datos están disponibles para 0,004 ≤ x ≤ 0,7
y 1,2 ≤ Q2 ≤ 22,4 GeV.
En el análisis DSS los datos de SIDIS fueron importantes debido a que per-
miten realizar un test de consistencia tanto de la separación en sabores obtenida
de los datos “flavor tagged” de SIA como de las escala de evolución de QCD per-
turbativa, ya que están referidos a escalas de energía en una región distinta a la
explorada con los datos provenientes de procesos SIA. Ahora, contamos con dos
conjuntos de datos muy precisos cubriendo regiones ligeramente distintas pero
parcialmente superpuestas del espacio de fase. Esto es muy importante puesto
que ayuda a validar la consistencia del análisis global.
El análisis global DSS había incluido también datos de producción de piones en
colisiones protón - protón producidos en el acelerador RHIC ([8],[7],[20],[4]). Es-
tos datos cubrían el espectro de pT de piones neutros a rapidez central |η| ≤ 0,35
(experimento Phenix[8]) y dos a rapidez frontal hηi = 3,3, 3,8 (experimento
Star [4, 6, 7, 9]). En este nuevo análisis tenemos la posibilidad de incorporar
nuevos datos de colisión protón - protón. Los más importantes son los primeros
resultados de producción de piones neutros procedentes del experimento Alice
de la Colaboración CERN-LHC[3], cubriendo por primera vez escalas de energía
de centro de masa de hasta 7 TeV.
Además se incorporan nuevos datos de Star de producción de piones neutros
y cargados y del cociente π−/π+ [6], tomados a una escala de energía de 200 GeV
en intervalos variados de rapidez.
Para tener en cuenta errores en la normalización de las secciones eficaces
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medidas, no incluidos en los errores estadísticos y sistemáticos, al igual que en el
ajuste DSS, que éstos floten dentro de un cierto márgen a través de un factór de
normalización para cada experimento. Estos factores se incluyen como parámetros
a ajustar durante en el análisis, procedimiento que se aplicó por primera vez en
el análisis global realizado en [40].
3.3. Producción de hadrones H: secciones efi-
caces
Desde hace ya más de una década, se ha podido completar la descripción,
en el marco de QCD perturbativa, de la aniquilación semi-inclusiva electrón -
positrón, de la dispersión profundamente inelástica leptón - nucleón y de las
colisiones hadrón - hadrón al orden perturbativo siguiente al dominante (NLO).
En cada caso se han explotado los teoremas de factorización, a través de los
cuales las secciones eficaces que describen estos procesos se expresan como una
convolución entre funciones de fragmentación y secciones eficaces partónicas.
Siendo éstas últimas un elemento clave para la extracción de las funciones de
fragmentación, presentamos un breve resumen de los puntos más relevantes de
la base teórica del análisis global que describimos en éste capítulo.
3.3.1. Aniquilación electrón - positrón semi-inclusiva
La sección eficaz que describe los procesos de aniquilación electrón - positrón
a un tipo específico de hadrón H (con energía EH), en el sistema de centro de



















dondeQ representa a la energía de centro de masa de la aniquilación (o equivalen-
temente, el la virtualidad del bosón intermediario) y z ≡ 2pH · q/Q2 = 2EH/Q a
la fracción de impulso de centro de masa del hadrón en el estado final. La sección
eficaz total σtot del proceso e+e− → hadrones al orden siguiente al dominante














con σ0 = 4πα2(Q2)/Q2, siendo α la constante de estructura fina. Las sumatorias
en q se realizan sobre los distintos sabores, cuyas cargas electrodébiles efectivas
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están denotadas por V 2q y A
2
q, ver Apéndice A. Estas funciones que describen el





























Figura 3.1: Diagramas tipo árbol que contribuyen al cálculo de las secciones eficaces de pro-
ducción de partones en procesos de aniquiliacón electróm - postirón. Las burbujas grises re-
presentan el proceso no perturbativo de fragmentación de quarks y gluones, descripto por las
funciones DHq y DHg , respectivamente.
Las funciones de estructura no polarizadas FH1 y F
H
L (transversal y longi-
tudinal, respectivamente), como consecuencia de los teoremas de factorización,







































donde ⊗ denota la convolución estándar y DHi a las funciones de fragmentación.
Más adelante realizaremos una discusión detallada acerca de los coeficientes C1,Lq,g
(calculados a partir de los diagramas en la Figura 3.1, entre otros) en el contexto
de la construcción de un esquema GM-VFNS para incluir los efectos de las masas
de los quarks pesados en un análisis global.
3.3.2. Dispersión profundamente inelástica semi-inclusiva
La sección eficaz de producción del hadrón H en un procesos de dispersión
profundamente inelástica leptón - nucleón, eN → e0HX, puede escribirse en






























Figura 3.2: Diagramas tipo árbol que contribuyen al cálculo de las secciones eficaces de pro-
ducción de partones en procesos de dispersión profundamente inelástica. Las burbujas blancas
representan al hadron en el estado inicial, descripto por las densidades quarks fHq y gluones
fHg . Además, las burbujas grises representan el proceso no perturbativo de fragmentación de
quarks y gluones, descripto por las funciones DHq y DHg , respectivamente.









(1 + (1− y)2)
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donde x e y denotan la variables de escala usualmente usadas en este tipo de
procesos (Q2 = sxy) y donde zH ≡ pH · pN/pN · q, siendo nuevamente q el
impulso de bosón que media la interacción entre el leptón y el partón. La escala
de energía del proceso está representada por Q2 = −q2.
A partir de los teoremas de factorización las funciones de estructura, al orden
O(αS), pueden escribirse en la forma
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q ⊗ C1qq ⊗DHq
+q ⊗ C1gq ⊗DHg
+g ⊗ C1qg ⊗DHq














q ⊗ CLqq ⊗DHq
+q ⊗ CLgq ⊗DHg
+g ⊗ CLqg ⊗DHq

(x, zH , Q
2), (3.8)
Los coeficientes C1,Lij al orden siguiente al dominante O(αS) describen los pre-
cesos de interacción entre partones que contribuyen a la producción de hadrones
tipo H en el estado final, representados en los diagramas de la Figura 3.2, a
los que se deben agregar aquellos con correcciones virtuales. Estos coeficientes
pueden encontrarse tabulados en [17, 41, 45, 47].
3.3.3. Colisiones hadrón - hadrón
La producción de hadrones del tipo específico H con un gran impulso trans-
verso pT en colisiones hadrón - hadrón puede describirse perturbativamente por
QCD. A menos de correcciones suprimidas en 1/pT , las secciones eficaces pueden







fa ⊗ fb ⊗ dσˆcab ⊗DHc , (3.9)
donde las sumatorias en a, b y c se realizan sobre todos los sabores que contribu-
yen a los canales partónicos a+ b→ c+X, con dσˆcab la sección eficaz partónica
asociada. dσˆcab puede desarrollarse como una serie de potencias en la constante de
acoplamiento fuerte αS. Algunos de los diagramas tipo árbol que contribuyen a la
serie perturbativa están representados en la Figura 3.3. Las expresiones explícitas
de las correcciones al orden siguiente al dominante O(α3S) pueden encontrarse en
[21, 51].






















































































Figura 3.3: Diagramas tipo árbol que contribuyen al cálculo de las secciones eficaces de pro-
ducción de partones en procesos de colisión hadrón - hadrón. Las burbujas blancas representan
a los hadrones en el estado inicial, descriptos por las densidades de quarks fN,N
0
q y de gluones
fN,N
0
g . Además, las burbujas grises representan el proceso no perturbativo de fragmentación
de quarks y gluones, descripto por las funciones DHq y DHg , respectivamente.
El valor principal de la inclusión los procesos de colisión hadrón - hadrón
en el análisis global de funciones de fragmentación reside en que hace posible
aumentar la sensibilidad de la fragmentación de gluones en hadrones H, con
momento transverso medio y bajo, a través del canal dominante gg → gX.
3.4. Método de transformación de Mellin
A lo largo del texto se han hecho múltiples comentarios acerca de la estructura
de las secciones eficaces calculadas en el modelo de partones. En particular, para
el caso de procesos semi-inclusivos, las secciones eficaces se obtienen como una







donde la suma se realiza sobre los distintos tipos de partones y ⊗ denota a
una integral de convolución estándar. Las funciones de fragmentación a la escala
Q son obtenidas a partir de la resolución de las ecuaciones DGLAP, con una
condición inicial propuesta fenomenológicamente a una escala Q0. Las soluciónes





donde Γab(x,Q,Q0) son los operadores que gobiernan la evolución de las fun-
ciones de fragmentación y {αj} denota a los parámetros que determinan la
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dependencia en la fracción de impulso de las funciones de fragmentación a la
escala inicial Q0. De esta manera, la obtención de una sección eficaz requiere del






σˆa(x,Q)⊗ Γab(x,Q,Q0)⊗Db(x,Q0, {αj}) (3.12)
A lo largo de un análisis global, las secciones eficaces deben evaluarse re-
petidas veces, calculando las integrales de convolución entre secciones eficaces
partónicas y funciones de fragmentación evolucionadas, a fin de determinar (por
comparación) los valores de los párametros {αj} que mejor describan a los ob-
servables que resultan de los experimentos. En la práctica, ésto se realiza numé-
ricamente y la forma más eficiente de hacerlo es a través del método de Mellin.
Este método está basado en las transformadas de Mellin que para una función
f(x) está definida como
F(N) =M [f(x)] (N) =
Z 1
0
dx xN−1 f(x) (3.13)
donde la variable N toma valores en el plano complejo. La transformada de
Mellin es utilizada en este contexto gracias a que provee la ventaja de convertir
en productos a las integrales de convolución en las definiciones de las secciones










Una ventaja adicional de la implementación de la transformación de Mellin
reside en que las ecuaciones DGLAP en el espacio de la variable N dejan de
constituir un sistema de ecuaciones integro - diferenciales, convirtiéndose en
un sistema de ecuaciones diferenciales a primer orden, mucho más simple. Esto
ofrece una gran simplificación en el cálculo analíico de los operadores de evolución
Γab(N,Q,Q0).
Mas allá de estas ventajas, la implementación del método de Mellin requiere
de la realización de una tarea no menor como es el cálculo analítico de las
transformadas de Mellin de, en principio, todas las expresiones involucradas en
el cálculo de las secciones eficaces.
Además, una vez que se han calculado las secciones eficaces en el espacio de
Mellin, es necesario volver al espacio de fracciones de impulso x realizando una
transformación de Mellin inversa. En ese sentido, debemos recurrir a la fórmula






dN x−N F(N) (3.15)
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donde c es cualquier número real dentro de la banda cMin < Re(N) < cMax donde
F(N) es analítica. En ésta banda, el teorema de Mellin requiere que F(N) tienda
a cero uniformemente cuando Im(N)→ ±∞.

















Figura 3.4: Distintas alternativas para el caminos sobre el cual se calculan las integrales de
inversión de Mellin.
Es importante mencionar que en la práctica las integrales de inversión se
realizan numéricamente. Para ello, gracias a que el dominio de analiticidad de
F(N) puede extenderse más alla de la banda cMin < Re(N) < cMax, es posible
deformar el camino de integración dentro del dominio de éste conjunto sin mo-
dificar el valor de la integral (teorema de Cauchy). De esta manera, es posible
elegir inteligentemente un camino de inversión sobre el que la integral numérica
converja rápidamente. Debe tenerse en cuenta que el camino sugerido en la fór-
mula de inversión de Mellin, cruza el eje real a la derecha de todos los polos de
F(N). Así debe tenerse en cuenta que la deformación no debe pasar a través de
ningún polo de F(N). Una posible elección es el camino de inversión de Talbot
CT definido como
CT : {rθ(cot(θ) + i), θ ∈ (−π, π)} (3.16)
Otra posibilidad, la elegida en el análisis global DSS, es utilizar una deformación
más simple como el camino de integración recto pero inclinado respecto del eje
imaginario, que puede observarse en la Figura 3.4,
CDSS :

c+ xeiφ, x ∈ (0,∞)	 ∪ c+ xe−iφ, x ∈ (0,∞)	 (3.17)
con c real, a la derecha de todos los polos de F(N), y π/2 < φ < π. Esta elección
cuenta con la ventaja de que la integral puede ser parametrizada en términos de
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una única variable real x y calculada con una precisión superior al 1% a través
del método de cuadratura de Gauss usando sólo entre 64 y 92 puntos.
3.4.1. Núcleos de Altarelli - Parisi
Como ya se ha comentado previamente en el Capítulo 1, la dependencia en
la escala µ0 de las funciones de fragmentación DHf puede obtenerse perturbati-
vamente en QCD y es gobernada por ecuaciones similares a las de las densidades
de partones. Los núcleos de Altarelli - Parisi de estas ecuaciones admiten un






























= P (0)qg (x) = 2TR

x2 + (1− x)2 (3.20)
x
1− x
= P (0)gq (x) = 2CF



















+ δ(1− x)11CA + 4NfTR
3
donde las cantidades CF = 4/3, TR = 1/2 y CA = 3 son factores de color.
El subíndice “+” indica la prescripción usual de las distribuciones más a través
de la que se regularizan las singularidades en x → 1. Estas distribuciones están
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A partir de esta prescripción, es posible calcular la transformada de Mellin de
los coeficientes P (0)ab (x) [78, 82]:








P (0)qg (N) = 2TR

2 +N +N2
N(N + 1)(N + 2)

(3.25)






P (0)gg (N) = 4CA

1
N(N − 1) +
1








donde S1(N) es una de las funciones armónicas definidas como:
Sk(N) = ζ(k)− (−1)
k
(k − 1)!ψ
(k−1)(N − 1) (3.28)
En esta expresión, ζ(k) es la función zeta de Riemann, que para k = 1 coincide
con la constante de Euler - Mascheroni γE, mientras que ψ(k−1) representa a la
k-ésima derivada logarítimica de la función Γ de Euler, también conocida como
poligama.
Las contribuciones al orden siguiente al dominante (NLO) de los núcleos de
Altarelli - Parisi P (1)ab (x) fueron calculadas en las Ref. [35] [44] [38, 76] [54, 76]
[53] y puede observarse que a este orden, los núcleos de la evolución difieren
de aquellos que gobiernan la dependencia en la escala de factorización de las
densidades de partones.
Los ordenes más altos de los desarrollos perturbativos de los núcleos de Al-
tarelli - Parisi presentan un comportamiento singular en el límite x → 0. Esta
característica conduce a funciones de fragmentación negativas para x  1, a
partir de algún cierto valor Q, aún cuando su definición sea positiva para cierta
escala Q0 < Q.
3.5. Parametrización de las funciones de frag-
mentación
Como mencionamos en la introducción de este capítulo, la extracción de
funciones de fragmentación era usualmente realizada utilizando sólo datos pro-
cedentes de experimentos SIA. Para estos análisis globales se implementaron
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parametrizaciónes muy simples de las funciones de fragmentación a una escala
inicial µ0 de la forma:
Niz
αi(1− z)βi , (3.29)
que satisface trivialmente el requerimiento que las distribuciones sean funciones
continuas que se anulan en los extremos del intervalo de fracciones de impulso
permitidas.
Este tipo de análisis tienen serias limitaciones a la hora de realizar la sepa-
ración en sabores y discriminar entre las funciones de fragmentación asociadas a
sabores de valencia y a sabores de mar.
Para poder optimizar la extracción de las funciones de fragmentación de
quarks, antiquarks y gluones, aprovechando la riqueza completa de los datos
experimentales recientes de producción de piones cargados en procesos SIDIS y
colisiones pp, se requiere una parametrización más flexible [40] del tipo de la que
se implementó en el análisis global DSS:
Dhi (z, µ0) =
Niz
αi(1− z)βi(1 + γi(1− z)δi)
B[2 + αi, βi + 1] + γiB[2 + αi, βi + δi + 1]
(3.30)
donde B[a, b] representa la función Beta de Euler y donde Ni es una constante







2) = 1, (3.31)
En el análsis global DSS, la escala inicial de la evolución en Q2 se fijó en µ0 =
1 GeV.
Siguiendo los lineamientos del análisis DSS, en este nuevo ajuste supondre-
mos algunas relaciones motivadas por simetrías físicas, que permiten reducir el
número de parámetros libres en este nuevo ajuste. Estas relaciones se traducen
en relaciones entre las funciones de fragmentación. Es posible verificar que al
relajar estos vínculos no se obtiene una mejora significativa en el restultado del
ajuste [40]. Para los procesos {u, u¯, d, d¯} → π+ se impuso la simetría de isospin






Sin embargo, se vuelve necesario relacionar a las funciones de fragmentación
totales de quark u y quarks d por un factor Nd+d¯






que permite cuantificar cualquier violación de la simetría de carga en el ajuste.
A diferencia de lo realizado en el análisis DSS, las funciones de fragmentación
de sabor s están ahora relacionadas con las asociadas a u¯ a través de un factor









Otra diferencia respecto del análisis DSS es que en no suponemos a los parám-
teros γc y γb como nulos. Explotar la flexibilidad completa de la parametrización
DSS también en estos sabores, ayuda a acomodar los nuevos conjuntos de datos
de Belle[68], Babar[67], Compass[71] y Hermes[11] en el ajuste global,
las cuales fijan el comportamiento de las funciones de fragmentación de ambos
sabores.
AL igual que en el análisis DSS, los quarks pesados son tratados como par-
tones no masivos. Sin embargo, a diferencia de los sabores livianos, éstos son
incluidos en la evolución de QCD en forma discontinua, es decir, las funciones
de fragmentación de charm y bottom se activan justo por encima del umbral
Q = Mc,Mb (donde Mc = 1,4GeV y Mb = 4,3GeV indican las masa de los
quarks charm y bottom), respectivamente. En la Ref. [40] se ha demostrado
que ésta es una aproximación suficientemente buena aunque, como veremos en
el próximo Capítulo, mejorar la suavidad de los observables físicos a los largo
de los umbrales de activación de los sabores pesados mejora sustancialmente la
descripción de los datos experimentales
Teniendo en cuenta todas estas relaciones, tenemos un total de 28 parámetros
libres para describir las funciones de fragmentacón de quarks, antiquarks y gluones
a piones positivamente cargados que deben ser determinados comparando la
predicción teórica de observables físicos con sus respectivas mediciones, a través
de la minimización de una función χ2, como se a mencionado en el Capítulo 1.
Las funciones de fragmentación a piones negativamente cargados, se obtienen
por conjugación de carga, mientras que las correspondientes a piones neutros se





Como hemos mencionado antes, resulta más práctico evolucionar las funcio-
nes de fragmentación en el espacio de la variable de Mellin N . En ese sentido
resulta conveniente contar con las transformadas de sus parametrización. Intro-
duciendo 3.30 en la Ec. 3.13 se obtiene:
DHi (N,µ0) = Ni
B[N + αi, βi + 1] + γiB[N + αi, βi + δi + 1]
B[2 + αi, βi + 1] + γiB[2 + αi, βi + δi + 1]
(3.35)
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3.6. Estimación de incertezas
La estimación de incertezas resulta un punto crucial de cualquier análisis
global a fin de poder realizar una correcta interpretación de los resultados del
ajuste o comparar con datos experimentales los resultados de la predicción de
cualquier observable físico realizada a partir de las funciones de densidades de
partones y de fragmentación extraídas.
Como ya se ha mencionado antes, los resultados de análisis globales se ob-
tienen efectuando la minimización de la función χ2({Ni, αi, βi, δi, γi}) que cuan-
tifica la bondad del ajuste de los datos experimentales. La busqueda del mí-
nimo se realiza considerando la hipótesis de independencia de los parámetros
{Ni, αi, βi, δi, γi} que definen la dependencia en la fracción de impulso z de las
funciones de fragmentación. La validez de ésta hipótesis fue estudiada en [37] y,
como puede observarse en este trabajo (ver Figura 1), la independencia de los

















donde N representa al número de conjuntos de datos experimentales considerado
y Ni representa al número total de puntos experimentales en cada uno de ellos.
Los datos experimentales están representados por Eij y sus predicciones teóricas
por Tj, que dependen del valor de los parámetros {Ni, αi, βi, δi, γi}, pesados por
las incertezas δEij asociadas a estas mediciones.
En el análisis DSS la cuantificación de incertezas se realizó con la ayuda de
la técnica de Multiplicadores de Lagrange[83], delimitando en el fit la región de











con xmin = 0,2 y Q = 5 GeV. Este método es conceptualmente simple, muy
robusto y no requiere de ninguna suposición sobre la función χ2. Sin embargo,
es computacionalmente lento porque requiere muchas minimizaciones completas
para encontrar la dependencia de χ2 respecto de algún observable físico O acerca
del que queremos cuantificar sus límites de incerteza. La dificultad se multipli-
ca teniéndose en cuenta que cada observable físico debe estudiarse en forma
separada.
Un alternativa mucho más económica en cuanto a recursos computacionales
es el método de Matriz de Errores o Método Hessiano[81], que parte de la
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hipótesis básica de que la función χ2 puede ser aproximada por un desarrollo
cuadrático en los parámetros a ajustar, en el entorno del mínimo. Así se tiene
χ2 = χ2 +
X
ij
Hij(ξi − ξ(0)i )(ξj − ξ(0)j ) (3.38)
donde se eligió la notación genérica {ξi} para denotar a los parametros a de-
terminar, y donde {ξ(0)i } reprsentan los valores de éstos parámetro para el que
se obtiene el valor mínimo χ20. Los elementos de la Matriz Hessiana, representa-
dos por Hij, son calculados usando diferencias finitas para estimar las derivadas
segundas de la función χ2.
La incerteza sobre un observable físico O se calcula a partir de la Matriz de










Para estudiar el entorno del mínimo, resulta conveniente realizar un cambio de
variables en el desarrollo cuadrático de la función χ2 reemplazando las diferencias
ξi − ξ(0)i por combinaciones lineales de las mismas. Aquellas correspondientes a
autovectores de la Matriz Hessiana, {zi}, permiten reescribir la fórmula para









En la práctica, esta expresión resulta mucho más conveniente para la estimación
de incertezas puesto que el efecto de la precisión limitada del cálculo numérico
iterativo de las derivadas dO/dzi se reduce gracias a que las variables zi son no
correlacionadas.
A partir de la construcción desplazamietos S±k finitos respecto del mínimo a lo
largo de la dirección correspondientes al k-ésimo autovector, donde los signos +
y − hacen referencia al sentido de desplazamiento sobre dicha dirección, pueden
calcularse nuevos conjuntos de valores de los parámetros A±k = {ξ(k),±1 , ..., ξ(k),±n }
que pueden ser usados para computar las derivadas del observable físico O res-





O(A+k )−O(A+k )2 (3.41)
La magnitud de los desplazamientos define eligiendo una cantidad T =
p
∆χ2
tolerada para un resultado aceptable del análisis global.
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A diferencia de la implementación de Multiplicadores de Lagrange, el método
Hessiano permite realizar la propagación de incertezas sobre cualquier observable
físico asociado al conocimiento de las funciones de fragmentación. Sin embargo,
exiten ciertas dificultades técnicas que deben afrontarse a la hora de llevar a
cabo la aplicación del método Hessiano. Una de ellas es el cálculo iterativo de la
Matriz Hessiana, que puede ser una tarea muy compleja cuando la magnitud de
sus autovalores comprende diferentes ordenes de magnitud. Al ser imprescindibles
para conectar los parámetros libres ξi con las variables zi, todos los autovalores
deben ser cálculados con suficiente precisión. En ese sentido, el Método Hessiano
Mejorado introduce un procedimiento iterativo, desarrollado por Pumplin, Stump
y Tung [81], que adapta el tamaño de los pasos usado en el cálculo de la Matriz
Hessiana a la incerteza en la dirección de cada autovector.
En Ref. [37] se estudió la posibilidad de aplicar el método Hessiano mejorado
en un análisis idéntico al DSS (mismos datos, mimos cortes y mismas para-
metrizaciones) comparando las incertezas resultantes con las obtenidas con la
técnica de Multiplicadores de Lagrange. Los resultados muestran algunas dife-
rencias entre las incertezas obtenidas a partir de cada método, observándose una
sobreestimación de las mismas en el caso de las funciónes de fragmentación a
Q2 fijo. Estas diferencias tienen origen en la presencia de correlaciones entre los
parámetros αi que no fueron tenidas en cuenta.
Para el cálculo de incertezas en este nuevo análisis global, se eligió una to-
lerancia correspondiente a intervalos del nivel de confianza del 68% y 90%,






La variación ∆χ2 asociada a los 68vo y 90mo percentiles fueron cálculados re-
solviendo, respectivamente, las ecuacionesZ χ2+∆χ2
0
dχ2Pk(χ
2) = 0,68 y 0,90, (3.43)
Para el cálculo de las secciones eficaces de procesos de dispersión profun-
damente inelástica y colisiones protón - protón, se eligió utilizar el conjunto
de funciones de densidad de partones extraídas por la grupo MSTW y sus co-
rrespondientes incertezas, determinadas también a través del Método Hessiano
Modificado. Sin embargo, debe destacarse que en la región de valores de la escala
de energía Q2 y de las fracciónes x de impulso de los hadrones en el estado inicial
de dichos procesos, relevante para la extracción de funciones de fragmentación,
las funciones de densidad de partónes están relativamente bien constreñidas y,
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por lo tanto, la elección de otro conjunto distinto al de MSTW no alteraría
significativamente los resultados.
3.7. Resultados
En ésta sección se presentan los reslutados principales obtenidos a partir
del análisis global descripto a lo largo de este capítulo [39]. Recordemos que
el conocimiento de las funciones se adquiere a través de la comparación entre
datos experimentales y sus predicciones teóricas, calculadas a partir del modelo
de partones. A partir de esta comparación se busca encontrar los valores óptimos
de los parámetros que describen el comportamiento de estas funciones a la escala
de referencia Q0 = 1 GeV minimizando la función χ2, introducida en la Sección
1.8, utilizando las herramientas de minimización numérica proporcionadas por el
programa Minuit [52].
Tabla 3.1: Parámetros que describen a las funciones de fragmentación Dπ
+
i (z,Q0) de partones
en piones positivamente cargados a la escala inicial Q0 = 1 GeV a NLO en el esquema MS.
Los resultados para los sabores charm y bottom corresponden a las respectivas escalas de
activación Q0 = mc = 1,43 GeV y Q0 = mb = 4,3 GeV.
sabor i Ni αi βi γi δi
u+ u 0.4465 -0.455 0.912 8.00 4.14
d+ d 0.4471 -0.455 0.912 8.00 4.14
u = d 0.127 0.997 2.884 31.48 7.70
s+ s 0.378 0.546 2.884 31.48 7.70
c+ c 0.348 0.555 4.883 7.62 7.64
b+ b 0.401 -0.262 4.369 20.80 11.72
g 0.216 1.542 4.066 86.34 19.32
En la Tabla 3.1 podemos encontrar los resultados finales del ajuste en cuanto
a los parámetros que determinan el comportamiento de las funciones de fragmen-
tación de partones en piones, a la escala Q0 = 1 GeV (para los sabores charm
y bottom se consideraron Q0 = mc y Q0 = mb, respectivamente). Al respecto,
se debe mencionar que la Tabla 3.1 revela diferencias notables respecto de los
resultados obtenidos en el análisis DSS [40]. A partir de la incorporación de los
datos de multiplicidades de piones provistos por los experimentos Hermes y
Compass y aquellos provistos por Star sobre la razón π−/π+, se observa que
el parámetro Nd+d¯ prefiere permanecer muy cerca de la unidad, manifestando
prácticamente la ausencia de un posible rompimiento de la simetría de carga.
El conjunto actual de datos experimentales permite introducir una dependen-
cia no trivial en la fracción z de impulso, Ec.(3.34) para describir el potencial
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rompimiento de la simetría SU(3) de sabor entre las funciones de fragmentación
de quarks u¯ (= d) y s (= s¯). Con la dependencia en z en el vínculo entre las
funciones de fragmentación no favorecidas se obtienen estimaciones mucho más
realistas sobre las incertezas de ambos Dπ+s y D
π+
u¯ . En particular, la incerteza
sobre la función de fragmentación Dπ+s resulta mucho más grande que D
π+
u¯ ,
como puede notarse en la Figura 3.5, donde se presentan las funciones de frag-
mentación de partones a piones cargados positivamente a Q = 10 GeV2. Los
cuatro cuadros a la izquierda del gráfico muestran el comportamiento óptimo
(línea continua) obtenido para las funciones zDπ+q+q¯ (para q = u, d, s, c y b) y
zDπ
+
g , con precisión al orden siguiente al dominante. Las bandas de incerteza
correspondientes a un nivel de confianza del 68% (interna) y 90% (externa)
permiten comparar los resultados obtenidos con los correspondientes al análisis
global DSS (línea discontinua) con el mismo nivel de precisión. Para una mejor
visibilidad, en los cuadros de la derecha se representan gráficamente la incerteza
relativa para el mismo conjunto de funciones zDπ+q+q¯ y zD
π+
g . Por otro parte, la
dependencia en la fracción de impulso z introducida a través de la Ec.(3.34) con-
tribuye a la flexibilidad del análisis, ayudando a acomodar los distintos conjuntos
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Figura 3.5: Las funciones de fragmentación individuales zDπ
+
i (z,Q
2) de partones en piones
cargados (línea continua), para Q2 = 10GeV2, junto con las bandas de incerteza estimadas
con un nivel de confianza del 68% (interna) y 90% (externa). La línea punteada representan las
funciones de fragmentación individuales extraídas a partir del ajuste DSS (línea discontinua).
Los paneles a la derecha muestran las diferencias relativas entre las funciones de fragmenatción
extraídas en éste análisis y las correspondientes al análisis DSS [40] (línea continua).
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En la Figura 3.5 se observa que las funciones de fragmentación asociadas a
sabores livianos obtenidas en el ajuste DSS y aquellas producto de los resultados
de este análisis son compatibles dentro de las bandas de incerteza correspon-
dientes a un 90% de nivel de confianza. La función de fragmentación Dπ+u+u¯ fue
la mejor determinada en el análisis, con una incerteza relativa del 10%, con un
nivel de confianza del 90%, para prácticamente todo el rango de valores de z.
Sólo para z & 0,8 la incerteza relativa crece rápidamente debido a la baja can-
tidad de datos experimentales para fijar el comportamiento de esta función de
fragmentación en dicha región. Por otro lado, la incerteza sobre la función de
fragmentación Dπ+
d+d¯
es ligeramente mayor que la estimada sobre Dπ+u+u¯. La fun-
ción desfavorecida Dπ+u¯ (= D
π+
d ) están bien determinadas en un rango mucho
más limitado de valores z, con incertezas que crecen rápidamente a partir de





s¯ ), con valores por encima del 25% con un nivel de confianza del
90%.
Las diferencias respecto del análisis DSS [40] son aún más notorias en el caso
de las funciones de fragmentación de gluones y partones charm. En este último
caso la desemejanza entre los dos análisis proviene de la nueva parametrización de
la dependencia funcional en z de la función Dπ+c+c¯, para Q0 = mc. Ésta ofrece una
mayor flexibilidad, ayudando a mejorar la calidad general del ajuste global, algo
que no puede adjudicarse a ningún conjunto de datos en particular. La función de
fragmentación de gluones Dπ+g , comparada con la obtenida en el análisis DSS,
se reduce significativamente como resultado de la incorporación de los datos
de colisiones de protón - protón del experimento Alice [3], que conducen al
análisis a reducir la contribución de la fragmentación de gluones a la producción
de piones para prácticamente todos los valores de z. La incerteza relativa de la
función Dπ+g es aproximadamente del 20% con un nivel de confianza del 90%,
para Q2 = 10 GeV2, y crece rápidamente para z & 0,5.
La inclusión de los datos provistos por las colaboraciones BaBar [67] y
Belle [68] sobre producción de piones en procesos de SIA, a una escala Q ≈
10,5 GeV, ayuda a fijar las funciones de fragmentación de sabores livianos de
manera más confiable que en el análisis DSS [40], en particular para el caso de
Dπ
+
u+u¯. Estos conjuntos de datos experimentales junto con los provenientes de





q+q¯) a la escala a Q
2 = M2Z , ayudan a separar
en forma parcial las contribuciones de los distintos sabores, gracias a que la
producción de piones en procesos SIA es sensible a la carga eléctica de los quarks.
La separación completa se logra agregando además la información que aportan
los datos de producción de piones en procesos de SIDIS o colisión protón - protón.
La calidad general del ajuste global está resumida en la Tabla 3.2, donde se
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Tabla 3.2: Conjuntos de datos empleados en el análisis global al orden siguiente al dominante,
las normalización óptimas Ni, Ec.3.36, de dichos conjuntos de datos, los valores de la función
χ2i por experimento (incluyendo la penalidad sobre los parámetros Ni) y el valor de la función
χ2 total, obtenidos en el ajuste.
experiment data norm. # data χ2i
type Ni in fit
Tpc [10] incl. 1.043 17 17.3
uds tag 1.043 9 2.1
c tag 1.043 9 5.9
b tag 1.043 9 9.2
Tasso [25] 34 GeV incl. 1.043 11 30.2
44 GeV incl. 1.043 7 22.2
Sld [2] incl. 0.986 28 15.3
uds tag 0.986 17 18.5
c tag 0.986 17 16.1
b tag 0.986 17 5.8
Aleph [26] incl. 1.020 22 22.9
Delphi [5] incl. 1.000 17 28.3
uds tag 1.000 17 33.3
b tag 1.000 17 10.6
Opal [1, 14] incl. 1.000 21 14.0
u tag 0.786 5 31.6
d tag 0.786 5 33.0
s tag 0.786 5 51.3
c tag 0.786 5 30.4
b tag 0.786 5 14.6
BaBar [67] incl. 1.031 45 46.4
Belle [68] incl. 1.044 78 44.0
Hermes [11] π+ (p) 0.980 32 27.8
π− (p) 0.980 32 47.8
π+ (d) 0.981 32 40.3
π− (d) 0.981 32 59.1
Compass [71] prel. π+ (d) 0.946 199 174.2
π− (d) 0.946 199 229.0
Phenix [8] π0 1.112 15 15.8
Star [4, 6, 7, 9] 0≤ η ≤ 1 π0 1.161 7 5.7
0,8 ≤ η ≤ 2,0 π0 0.954 7 2.7
|η| < 0,5 π± 1.071 8 4.3
|η| < 0,5 π+,π−/π+ 1.006 16 17.2
Alice [3] 7 TeV π0 0.766 11 27.7
TOTAL: 973 1154.6
presentan en forma detalla los valores de la función χ2i asociada a cada experi-
mento y de las normalizaciones Ni (que ajustan entre sí los ceros de los expe-
rimentos), en el punto donde la función χ2 total alcanza su mínimo valor. Los
valores de χ2i en esta tabla fueron obtenidos a partir de los datos experimentales
3.7. Resultados 67
apuntados en la Sección 3.2, una vez que se aplicaron los cortes mencionados,
incluyendo las penalidades sobre los parámetros Ni.
En cuanto a los resultados obtenidos, vale la pena mencionar que en este
análisis global se cuenta con un conjunto total de datos experimentales apro-
ximadamente dos veces más grande que aquel que se utilizó para el análisis
DSS [40]. Sin embargo, la calidad del ajuste mejoró sustancialmente reduciendo
el χ2 por grado de libertad (g.d.l.) de χ2/g.d.l. ∼ 2,2 (en el análisis DSS) a
χ2/g.d.l. ∼ 1,2. Por otro lado, sobre los valores de las funciones χ2 individuales
se observa que, para aquellos conjuntos de datos experimental de producción de
piones en procesos de SIA comunes con el análisis DSS, se obtienen resultados
prácticamente iguales. Los valores finales de las normalizaciones de los datos
provenientes del experimento Opal [1, 14], completamente separados en sabor,
difieren notablemente de la unidad deteriorando la descripción de dicho expe-
rimento. Sin embargo, es importante mencionarse que se debe ser cauteloso al
considerar mediciones separadas por sabor puesto que carecen de una apropiada
interpretación más allá del orden dominante, como se ha puntualizado en las
Refs. [1, 14].
La mejora superior se observa en la descripción de las multiplicidades de piones
en procesos de SIDIS provenientes de Hermes [11]. Además, las multiplicidades
de piones cargados provistas por el experimento Compass [71] (preliminares)
y las datos de producción de piones en procesos SIA de Belle [68] y BaBar
[67] integran correctamente en el análisis global de funciones de fragmentación
de piones en partones.
Finalmente, se encuentra cierta tensión entre los conjuntos de datos colisio-
nes protón - protón provenientes de RHIC y LHC. Ésto obliga a introducir un
corte en el momento transverso del pión pT > 5 GeV para acomodar ambos
conjuntos de forma adecuada, en este análisis global. El ajuste conduce, a par-
tir de este corte, a valores muy razonables de χ2i para estos experimentos. En
particular, sobre los datos provenientes del experimento Alice [3] se aplica una
penalidad a causa de que la normalización correspondiente difiere notoriamente
de la unidad, generando un incremento de la función χ2i de dicho experimento.
El valor final de ésta normalización refleja una preferencia de los nuevos datos
de Alice por reducir la contribución de la fragmentación de gluones en piones,
respecto de los resultados del análisis DSS [40] basado sólo en los datos de la
colaboración Phenix [8] de RHIC. Como resultado del corte en pT el número
de datos provenientes de RHIC considerados en el análisis global se redujo, en
comparación con el ajuste DSS. Los conjuntos de datos medidos por Brahms
y Star, al no superar este filtro, quedan excluídos de éste análisis. Del mismo
modo, no se consideran los datos de Alice tomados a
√
s = 900 GeV [3], para
los que sólo un único punto supera el corte en pT .
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Figura 3.6: Izquierda: comparación de los resultados obtenidos al orden NLO (línea continua) y
los datos experimentales para la producción de piones en procesos de SIA de las colaboraciones
TPC [10], SLD [2],Aleph [26],Delphi [5] y Opal [14]. Además se presentan, los resultados
del ajuste DSS correspondientes a dichos conjuntos de datos (línea discontinua). Las bandas
interna y externa corresponden a las incertezas estimadas con un nivel de confianza del 68%
y 90%, respectivamente. Derecha: “(datos-teoría)/teoría” para cada uno de los conjuntos
de datos experimentales mencionados, junto con la diferencia relativa entre los resultados
obtenidos respecto de los correspondientes al análisis DSS (línea discontinua).
En las Figuras 3.6 y 3.7 se presenta una comparación detallada de los resul-
tados del ajuste y sus incertezas con niveles de confianza del 68% y 90%, junto
con los datos incluidos en este análisis global.
En dichas figuras puede observarse que el acuerdo entre el resultado del ajuste
y los datos de SIA es excelente para prácticamente todos los valores de la escala
de energía Q2 de centro de masa del procesos de aniquilación, y la fracción
de impulso z. Para Q2 = M2Z , sólo los datos correspondientes al experimento
Delphi exhiben una tensión moderada con el resto de los conjuntos de datos,
obtenidos a la misma escala de energía, en la región de mayores valores de z.
Como resultado de ésto se observa que los χ2i individual de estos experimentos





































Figura 3.7: Izquierda: comparación de los resultados obtenidos al orden NLO (línea continua)
con los datos experimentales de la colaboración BaBar; además, se presentan las predicciones
correspondientes realizadas a partir de los resultados obtenidos en el ajuste DSS [40]. Derecha:
lo mismo que se presenta en el panel izquierdo para los datos experimentales de la colaboración
Belle. En ambos casos, el panel inferior presenta la diferencia relativa “(datos-teoría)/teoría”
para cada uno de los conjuntos de datos; la línea discontinua describe la diferencia relativa
entre los resultados obtenidos y la predicción del mismo observable físico calculada a partir de
los resultados del análisis DSS. Además, las bandas interna y externa muestran las incertezas
estimadas con un nivel de confianza del 68% y 90%, respectivamente.
Las colaboración Belle [68] realizó, a la escala Q2 ≈ 10,5 GeV, medidas de
producción de piones en procesos de SIA para los valores de la fracción de impulso
z más grandes, con el bineado más fino, hasta antes explorados. Para z & 0,8
se observa que el ajuste tiende a sobrestimar a los datos experimentales, aunque
el resultado es compatible dentro de las bandas de error teórico estimadas. En
esta región cinemática se espera que las contribuciones divergentes, debidas a la
configuración con partones colinelales, sean las que dominan el comportamiento
de las secciónes eficaces. Si bien se conoce cómo estas contribuciones [19, 24,
28, 75] deben ser resumadas queda como pendiente estudiar cuidadosamente su
relevancia para mejorar el acuerdo entre experimento y teoría.
El bineado de los datos producidos por la colaboración BaBar [67] se vuelve
más ancho a medida que crece la z y se puede notar que el ajuste sigue una
tendencia contraria a lo observado en los datos de Belle. El ajuste acuerda
excelentemente con los datos de BaBar y sigue la tendencia de éstos aún
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por debajo del corte z > 0,1. Sin embargo, la calidad del ajuste se deteriora
rápidamente para z → 1: los datos tienden a caer mientras que las sección eficaz
de producción de piones al NLO tiene una tendencia creciente. La razón para
incluir el corte z > 0,1, mayor que el implementado sobre los conjuntos de datos
experimentales a la escala Q2 = M2Z , se debe a que en esta región se espera
que los efectos de la masa del hadrón en el estado final sean relevantes. Ésta
podría ser la razón que origina la discrepancia entre los datos experimentales y
su descripción teórica. La colaboración no publicó ningún dato por debajo de
z = 0,2 [68].
En las Figuras 3.6 y 3.7 pueden observarse, además, las predicciónes (línea
discontinua) teóricas obtenidas a partir de los resultados del análisis DSS, sin
realizar ningún tipo de reajuste de lo pármetros involucrados. Si bien puede
observarse que el acuerdo con los datos experimentales es muy bueno, puede
notarse que el análisis DSS tiende siempre a sobre estimar las secciónes eficaces
de producción de piones, para valores grande de z, respecto de los conjuntos de
datos experientales producidos por las colaboraciones Belle y BaBar.
Las bandas de incerteza estimadas a partir del ajuste tienen a crecer tanto
para valores altos como para valores bajos de la fracción de impulso z. Ésto es
un claro reflejo de cómo los datos experimentales cubren el espacio de fase. El
mismo comportamiento se observa en las bandas de incerteza estimadas para las
funciones de fragmentación, Figura 3.5.
Los aceleradores LEP y SLAC proveen la mayoría de los datos de producción
de piones en procesos de SIA. Los experimentos en dichos aceleradores fueron
realizados a escalas de energía (Q2 'M2Z) dominadas por el acoplamiento entre
quarks de sabor u y d con y el bosón Z, producido tras la aniquilación. En cambio,
los datos de Belle y BaBar son dominados por el acoplamiento con un fotón
que, pesado por la carga eléctrica, tienen una preferencia por la producción de
piones a partir de la fragmentación de quarks de sabor u. El uso combinado de
todos estos datos permite realizar una separar parcialmente la contribuciones de
los distintos sabores. Los datos etiquetados por sabor de LEP y SLAC, son las
fuentes más directas de información acerca de la fragmentación de quarks de
sabor c y b en piones.
3.7.2. Acerca de los datos de Dispersión profundamente
inelástica
Las multiplicidades de piones en procesos SIDIS son unos de los vínculos más
fuertes para extracción de funciones de fragmentación completamente separadas
en sabores. A diferencia de la producción de piones en procesos SIA, las multi-
plicidades son sensibles a la carga del hadrón producido en el estado final. Por
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ejemplo, si en la SIDIS se utilizan protones como blanco, se tendrá una mayor
producción de π+ que de π−. Ésta es una consecuencia de que, dentro del pro-
tón, existe una mayor abundancia de quarks up respecto de los demás tipos de
quarks, además, de que este tipo de quarks es preferido en el acoplamiento de
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Figura 3.8: Comparación de los resultados obtenidos para las multiplicidades en procesos SI-
DIS contra blanco de protones (panel izquierdo) y deuterones (panel derecho) con los datos
experimentales de la colaboración Hermes [11]. Las bandas de incerteza interna y externa
corresponden a niveles de confianza del 68% y 90%, respectivamente. Además, se muestran
los resultados obtenidos en el análisis global DSS (línea discontinua).
En este nuevo ajuste global, se cuenta con los conjuntos de datos finales de
multiplicidades de piones tanto sobre blancos de protones como de deuterones,
producidos por la colaboración Hermes [11]. Por el contrario, en el análisis DSS
sólo se contaba con algunos conjuntos de datos preliminares sobre blancos de
deuterones.
La extraccón de funciones de fragmentación a partir de los vínculos que im-
ponen las observaciones experimentales, acerca de la dispersión de electrones
en protones o deuterones, requiere, además, conocimiento de las densidades de
partones en este tipo de hadrones para poder obtener predicciones teóricas de
multiplicidadesMπ±e,p(d). En este sentido, en el ajuste se utilizaron las parametriza-
72 Capítulo 3. Fragmentaciones en la aproximación de partones no masivos
ciones de la colaboración MSTW a NLO, como ya se mencionó previamente. Los
datos de Hermes se utilizaron proyectando, sobre el plano Q2, la razón (3.1),
integrada en x para cuatro bines diferentes de la fracción de impulso del pion z,
que es la variable sensible para la tarea de extraer funciones de fragmentación.
Las secciones eficaces partónicas, que tienen incorporadas a las densidades de
partones, se calcularon previamente, al orden siguiente al dominante, a través de
la técnica de Mellin descripta en la Sección 3.4. Ésto ayuda a reducir significati-
vamente el tiempo de cálculo necesario para ralizar la minimización y simplifica
























































































































































Figura 3.9: Comparación de los resultados obtenidos para las multiplicidades de π+ en procesos
de SIDIS de muones sobre blancos de deuterones con los datos preliminares del experimento
Compass [71], para varios distintos bines en x yQ2. Las bandas internas y externas representan
la incerteza con niveles de confianza del 68% y 90%, respectivametne. Además se muestran
las predicciones obtenidas a partir de los resultados del análisis DSS. Según se indica en
el gráfico, se suman diferentes constantes a las multiplicidades para disinguir los resultados
correspondientes a distintas bines de Q2 y x.
El acuerdo del ajuste con los datos de Hermes es mucho mejor que el obteni-
do en el análisis DSS con los resultados preliminares. Esto se debe principalmente
a la mayor percisión de los datos finales que, además, exhiben fluctuaciones con-
siderablemente menores entre sus bines. La mejora en calidad de la descripción
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de este conjunto de datos se refleja en la función χ2i individual asociada, que se
redujo del valor final 188 para 64 datos, en el ajuste DSS, a 175 con 128 datos. En
la Figura 3.8 se comparan los resultados del análisis global con las multiplicida-
des calculadas a partir de las funciones de fragmentación extraídas en el análisis
DSS (sin volver a ajustar ningúno de los parámetros). Como puede observarse,
el acuerdo entre los datos experimentales y las multiplicidades calculadas en el
ajuste global (línea continua) no es óptimo: la curva pasa por fuera de los puntos
en todos los bines, con mayor discrepancia para 0,2 ≤ z ≤ 0,3 y 0,6 ≤ z ≤ 0,8,
tanto para la producción de π+ como de π−. Sin embargo, cabe mencionar que
en todos los casos las multiplicidades resultantes del ajuste son compatibles con
los datos experimentales dentro de las bandas de error estimadas, con un 90%
de nivel de confianza. Por el contrario, las predicciones obtenidas a partir de las
funciones de fragmentación extraídas en el análisis DSS difieren sustancialmente,
























































































































































Figura 3.10: Lo mismo que en la Figura 3.9 pero ahora pra las multiplicidades de piones
negativamente cargados.
En este análisis global se utilizaron también datos de producción de piones
cargados provenientes del experimento Compass [71] obtenidos utilizando deu-
terones como blanco. Los datos están presentados en función de la fracción de































































































































































































Figura 3.11: Lo mismo que en la Figura 3.9 y 3.10 pero mostrando el error relativo “(dato-
teoría)/teoría” para este análisis (los círculos vacíos y llenos corresponden a multiplicidades
de π+ y π−, respectivamente) en cada bin de x y Q2. Las bandas representan la incerteza
estimada y la línea discontinua son las predicciones obtenidas a partir de los resultados del
análisis DSS.
impulso z, en 8 bines de x, cada uno subdividido en varios bines de Q2. Este con-
junto contiene 199 datos de producción, tando de π+ como de π−, que pasaron
los cortes mencionados en el a Sección 3.2. Como puede observarse en las Figuras
3.9, 3.10 y 3.11 el acuerdo con los datos experimentales alcanzado es muy satis-
factorio en prácticamente todos los bines a lo largo de toda la región cinemática
explorada por Compass. El valor final para la función χ2i /g.d.l. individual es
muy cercano a la unidad, como puede observarse en la Tabla 3.2, demostrando
que los datos de Hermes y Compass pueden describirse simultáneamente sin
estropear el acuerdo con los datos de producción de piones en procesos de SIA.
Las predicciones realizadas a partir de las funciones de fragmentación obtenidas
en el análisis DSS (línea discontinua) concuerdan con el resultado de este ajuste
(línea continua), excepto para algunos bines correspondientes a valores bajos de
Q2. Ésto coincide con las discrepancias entre el conjunto de datos de Hermes y
sus predicciones, realizadas a partir de las funciones de fragmentación obtenidas
en el análisis DSS, que se dan también para los valores de Q2 más bajos.
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Figura 3.12: Arriba: comparación del resul-
tado del análisis global, al orden NLO, para
la producción de π0 en procesos de colisión
de protón - protón a
√
s = 200 GeV, contra
los datos de Phenix [8]. Las bandas internas
y externas representan la incerteza con nive-
les de confianza del 68% y 90%, respectiva-
metne. Se muestran, también, los resultados
a partir de las funciones de fragmentación del
análisis DSS (línea discontinua). Centro: re-
sultado sobre “(dato-teoría)/teoría”. Abajo:
incerteza teórica debido a la ambigüedad en
la escala de factorización y a la variación de
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with 68 and 90% C.L. bands















Figura 3.13: Lo mismo que en la Figura 3.12
pero ahora para las producción de piones neu-
tros a
√
s = 7 TeV medida por el experimen-
to Alice [3].
El último de los componentes experimentales de éste análisis global para
extraer funciones de fragmentación de partones en piones proviene de los experi-
mentos de colisiones protón - protón desarrollados en BNL-RHIC y CERN-LHC.
En esté análsis global, además los datos provenientes del experimento Phenix
[8] de producción de π0 a rapidez inetermedia, fuente principal de información
del análisis DSS en este tipo de procesos, se cuentan con los resultados de la
colaboración Star [4, 6, 7, 9] de producción de piones neutros y cagados. Y se
agrega, además, el primer conjunto de datos proveniente de LHC [3].
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El cálculo de las secciones eficaces de producción de piones tras la colisión
de dos hadrones requiere del conocimiento de las respectivas densidades de par-
tones para describir a las partículas en el estado inicial, de las secciones eficaces
partónicas que contienen la información acerca de la interacción fuerte entre los
partones, y de las funciones de fragmentación que describen el procesos en el que
se produce cada uno de los piones detectados en el estado final. Esta estructura
compleja vuelve imprescindible el uso de grillas precalculadas con ésta informa-
ción, a excepción de las respectivas funciones de fragmentación, para mejorar la
eficiencia del ajuste. Este procedimiento se realiza implementando la técnica de
Mellin, a través de la que todas las integrales de convolucón de convierten en
productos algebráicos.
Puesto que los espectros inclusivos de partículas están dominados, a valores
moderados de pT , por los procesos inducidos por gluones, los datos producidos
en BNL-RHIC y CERN-LHC proveen información invaluable para fijar el compor-
tamiento de las funciones de fragmentación Dπ+g de gluones a piones.
Este análisis global revela cierta tensión entre los espectros en pT de piones
neutros medidas en los experimentos realizados en RHIC con las observaciones de
la colaboración Alice. De alguna manera esto podía anticiparse a partir de los
resultados del ajuste DSS que, aunque describen correctamente los datos produ-
cidos en RHIC
√
s = 200 GeV en la región 1,5 GeV . pT . 18 GeV, sobrestiman
groseramente los resultados de Alice a
√
s = 7 TeV para prácticamente todos
los valores de pT . Se intentó sin éxito aliviar esta tensión agregando grados de
libertad extra a la parametrización de las funciones de fragmentacón a la escala
inicial Q0 = 1 GeV, Ec.(3.30). En particular, como para valores de pT más bien
pequeños, por debajo de los 5 GeV, los dos conjuntos de datos paracen ser mu-
tuamente excluyentes para el análisis global, se decidió introducir un corte sobre
el pT de los piones detectados. De esta manera, sin medios para juzgar si existe
alguna potencial inconsistencia en las mediciones experimentales, se evita separar
a alguno de éstos conjuntos de datos del análisis global. En las Figuras 3.12 y
3.13, puede observarse que el acuerdo con los datos experimentales obtenido, por
encima del corte pT = 5 GeV, es bueno. Además, debe notarse que se mejora la
descripción y la predicción de los datos de Phenix y Alice, respectivamente,
del análisis DSS. Debe recordarse que la descripción de lo protones en el estado
inicial se realiza, como en el caso de los datos de procesos de SIDIS, a través
de las densidades de partones extraídas por la colaboración MSTW. La incerteza
debida a la utilización de este conjunto de densidades de partones, calculada con
un 90% del nivel de confianza, están representadas en las Figuras 3.12 y 3.13,
y es mucho menos significativa que la asociada a la ambigüedad en escala de
factorización.
Para mejorar la descripción del conjunto completo de los datos experimen-
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tales utilizados en el ajuste, éste requiere del desplazamiento, como un todo, de
los datos proveniente de la colaboración Alice, por fuera de la incerteza expe-
rimental estimada de su normalización, Tabla 3.2. Ésta es la razón por la cual
Alice es la mayor contribución a la función χ2, dentro de los conjuntos de datos
de producción de piones en colisiones protón - protón.
Mientras que el conjunto de datos producido en RHIC tiene una preferencia
por incrementar la importancia de la fragmentación de gluones en piones en
procesos de aniquilación protón - protón, los datos provenientes de Alice en LHC
generan la tendencia contraria. El efecto neto de esta competencia produce una
reducción de la función Dπ+g , respecto de los resultados obtenidos en el análisis
DSS. A pesar de que se cuenta con un gran cantidad de datos experimentales de
buena precisión de colisiones protón - protón, la incerteza estimada sobre Dπ+g
es considerablemente grande: mayor al 20% con un 90% de nivel de confianza.
Si los datos de RHIC y LHC tendieran a ofrecer una descripción más similar de
Dπ
+
g , la incerteza estimada sería menor, aunque, todavía persistiría el problema
de la ambigüedad en escala de factorización.
Sobre los datos provenientes de la colaboración Star se aplicó el mismo cor-
te en el impulso transverso de los piones. En la Figura 3.14 puede observarse el
cociente π−/π+ a valores intermedios de rapidez, que está mucho mejor descrip-
to por este análisis, respecto de la predicción realizada a partir de las funciones
de fragmentación extraídas en el ajuste DSS. En el cociente π−/π+, la ambi-
güedad en escala de factorización se cancela parcialmente y su efecto es menos
significativo que en el caso de las secciones eficaces individuales. Este cociente
es sensible al potencial rompimiento de la simetría SU(2) de carga, sin embargo,
como se observó en las multiplicidades de SIDIS no se observa ninguna evidencia
significativa de rompimiento de dicha simetría.
En la Figura 3.15 se pueden observar los tres restantes conjuntos de datos
provenientes de Star utilizados en el análisis global, que cubren distintos inter-
valos de rapidez. El acuerdo entre el resultado del ajustes y los datos es muy
bueno, aún por debajo del corte pT ≥ 5 GeV, demostrando que no existe tanta
tensión entre estos conjuntos de datos y los provenientes de Alice, que con los
resultados del experimento Phenix.
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Figura 3.14: Comparación del resultado del
análisis global, al orden siguiente al dominan-
te, sobre el cociente de las secciónes eficaces
π−/π+ en procesos de colisión de protón -
protón a
√
s = 200 GeV contra los datos co-
rrespondientes de Star [9]. Las bandas inter-
nas y externas corresponden a la estimación
de la incerteza con niveles de confianza del
68% y 90%, respectivamente. Se muestran,
también, los resultados a partir de las funció-
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Figura 3.15: Comparación del resultado del
análisis global, al orden siguiente al domi-
nante, para la producción de π0 y π+ en
procesos de colisión de protón - protón a√
s = 200 GeV, en rangos distintos de ra-
pidez, contra los datos correspondientes de
Star [4, 6, 7]. Las bandas internas y externas
corresponden a la estimación de la incerte-
za con niveles de confianza del 68% y 90%,
respectivamente. Se muestran, también, los
resultados a partir de las funciones de frag-
mentación obtenidas en el análisis DSS (línea
discontinua).
Capítulo 4
Efectos de las masas de los
sabores pesados en el proceso
de fragmentación
4.1. Introducción
Los quarks pesados son aquellos que se caracterizan por tener una masa en
reposo mh  ΛQCD de modo que la constante de acoplamiento de la interacción
fuerte αS(µ = mh) 1. Es decir, la producción de quarks pesados y la descrip-
ción de su dinámica en procesos de altas energías, como partículas en la capa de
masa, puede llevarse a cabo usando la teoría de perturbaciones.
Históricamente, el estudio de los quarks pesados estuvo velado durante años
por las bajas tasas de producción de estos sabores de partones en experimentos de
disperión y las grandes incertezas de las mediciones experimentales. Sin embargo,
en los últimos años han entrado en el régimen de la física de alta precisión. La
física de los quarks pesados excede su interés intrínseco puesto que la producción
de este tipo de partículas resulta ser una contribución realmente relevante al
fondo de otros procesos de interés para el Modelo Estándar, como por ejemplo
el decaimiento del Higgs a pares b y b¯ en el LHC.
Independientemente del fenómeno físico estudiado, los efectos de la masa de
los quarks pesados en procesos duros y la adecuada definición de las funciones
densidad de probabilidades partónicas, necesarias para el cálculo de cualquier
predicción para estos sabores, han sido activamente estudiados en los últimos
años. Como ya hemos mencionado, la única forma que tenemos de acceder a la
información que guardan estas funciones es a través de un análisis global de QCD,
haciendo uso de los teoremas de factorización para separar las contribuciones
perturbativas de las no perturbativas en las predicciones de observables físicos
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hadrónicos.
Cuando un quark pesado participa de un proceso de dispersión fuerte, y la
energía característica de dicho proceso no está lejos de la escala asociada a
la masa del quark pesado, la elección más natural es tratar a esta partícula
como masiva a través de los cálculos, en lugar de la aproximación no masiva
generalmente utilizada. Sin embargo, cuando la escala del proceso excede por
mucho la escala asociada a la masa de los dichas partículas, las correcciones
debido a la masa de los quarks pesados se vuelven despreciables justificando el
tratamiento no masivo de dichos quarks, con la resumación implicita a todos los
ordenes de las divergencias colineales. Esta situación representa claramente un
desafío a la hora de realizar análisis globales para extraer densidades de partones
o funciones de fragmentación, donde deben considerarse en forma simultánea
procesos que ocurren a escalas de energía muy distintas, que incluye la región
alrededor de MZ .
Para sobrellevar el problema de múltiples escalas, en los análisis globales
de QCD más modernos se han introducido los denominados esquemas de masa
general con número variable de sabores (GM-VFNS). Estos esquemas, como ya se
ha mencionado previamente, permiten extraer funciones de densidad de partones,
reteniendo las ventajas de un esquema masivo cerca del umbral asociado a la masa
de un sabor pesado, y las de la aproximación no masiva a altas energías respecto
de dicha escala, conenctando suavemente ambos regímenes.
A diferencia del caso de la extracción de funciones de fragmentación a hadro-
nes pesados, donde ya se han aplicado distintos GM-VFNS, poco se ha avanzado
en el estudio de los efectos de la masa de los quarks pesados sobre la fragmen-
tación de partones en hadrones livianos. Esta situación se ha dado debido a las
características de los conjuntos de datos experimentales disponibles para la reali-
zación de un eventual análisis global. Por un lado, la contribución de los sabores
pesados a la producción de hadrones livianos está fuertemente suprimida en los
procesos de colisión protón - protón y la dispersión profudamente inelástica, de-
bido al contenido muy limitado de quarks pesados dentro del protón. Por el otro,
aunque la contribución de los sabores pesados a la sección eficaz de producción
de hadrones livianos en procesos de aniquilación electrón - positrón es comprable
a la de los sabores livianos, hasta hace pocos años sólo se disponía de medidas
experimentales de este proceso a la escala de energía de la masa del bosón Z
para la que los efectos de la masa da los quarks pesados es despreciables.
Belle y BaBar son dos experimentos recientes que proveen observaciones
experimentales de gran precisión acerca de la producción de hadrones livianos
en procesos de aniquilación electrón - positrón a una escala de Q ≈ 10,5 GeV
a una escala de énergía próxima al umbral asociado a la masa bottom. En esta
región del espacio de fase es esperable que los efectos de la masa partones c y
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b sean importantes y deban ser consideradas para un correcta descripción de las
secciones eficaces.
En este Capítulo se realiza un resumen destallado acerca de la construcción
de un esquema del tipo GM-VFNS para el estudio de funciones de fragmentación
de partones en hadrones livianos, siguiendo los lineamientos generales del esque-
ma FONLL comunmente usado para la extracción de densidad de partones. Este
esquema permite aprovechar de forma consistente las ventajas de la aproximación
no masiva de QCD a altas energías, reteniendo al mismo tiempo las correcciones
debidas a la masa de los quarks pesados. A partir de su implementación en la
descripción de las secciones eficaces de producción de partones en procesos de
aniquilación electrón - positrón (SIA), se mide el impacto de dichas correcciones
en la descripción de las medidas provistas por las Colarboraciones Belle y Ba-
Bar, a través de la realización de un nuevo ajuste global contruido sobre la base
de aquel que fue presentado en el Capítulo 3. También se estudia cómo afecta
esta modificación a la descripción del resto de los conjuntos de datos experimen-
tales de producción de piones en procesos SIA, así como también a la de aquellos
asociados a procesos de colisión protón - protón y dispersión profundamente
inelástica, explicados en el contexto de un esquema del tipo ZM-VFNS.
4.2. Esquema de Masa General
Diferentes escalas de energía requieren distintas descripciones de la dinámica
de los quarks pesados. Por este motivo, a la hora de realizar un análisis global en
el que se manejan simultáneamente datos experimentales provenientes múltiples
experimentos de dispersión realizados a energías de centro de masa distintas, se
vuelve apropiado intetar contruir un esquema en el que sea posible retener los
efectos de la masa de los quarks pesados cerca de sus respectivos umbrales de
producción y aprovechar las ventajas del tratamiento no masivos a altas energías,
interpolando entre ambos regímenes de manera suave y consistente. En el Capí-
tulo 2 se denominó a este tipo de esquemas como esquema de masa general con
número variable de sabores (GM-VFNS). A continuación, y antes de abordar los
detalles intermedios, presentaremos las ideas generales para la construcción de
dicho esquema que, aún cuando será presentado para la descripción de procesos
de aniquilación electron - postirón (SIA), puede ser perfectamente utilizado en
el análisis de otros mecanismos de producción de hadrones livianos.
Aún así, es importante mencionar que la mayoría de los estudios acerca de la
fragmentación de partones en hadrones de sabores livianos se han apoyado en la
aproximación no masiva de la QCD perturbativa, suplementada con los umbrales,
dónde los sabores pesados se vuelven activos en el análisis, contribuyendo a
las secciones eficaces y formando parte de las ecuaciones de evolución de la
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QCD. Esto es lo que capítulos atrás fue denominado como esquema no masivo
con número variable de sabores (ZM-VFNS). Los ZM-VFNS son los esquemas
más simples para el cálculo de secciones eficaces. En particular, para computar







σˆZMi (z,Q)⊗DZMi (z,Q) (4.1)
donde σˆZMi son las secciones eficaces de SIA a partones del tipo i, y D
ZM
i son
las correspondientes funciones de fragmentación. ⊗ representa a la convolución
estándar en z entre dichas cantidades y Q es energía de centro de masa. La
evolución de las funciones de fragmentación en la escala Q está gobernada según
las ecuaciones de evolucuón no masivas de QCD para cualquier sabor i, incluyendo
quarks livianos (q), quarks pesados (h) y gluones (g).
El esquema ZM-VFNS da resultados sobresalientemente buenos, tanto al NLO
como NNLO, cuando se consideran escalas de energía mucho más grandes que la
masa mh de los sabores pesados activos, ésto es Q  mh (o equivalentemente
mh → 0). Sin embargo, para energías cercanas al umbral de activación, Q . mh,
falla al no tener en cuenta los efectos de masa.
Alternativamente, puede utilizarse un esquema con número fijo de sabores
donde los quarks pesados sean tratados como partículas masivas a (MFFNS). En








σˆMi (Q,mh)⊗DMi (Q) + σˆMh (Q,mh)⊗DMh (4.2)
Aquí, debe tenerse en cuenta que, para simplificar la expresión, se ha omitido la
dependencia en z de las secciones eficaces partónicas y las funciones de fragmen-
tación. Por otra parte, puede notarse también que a diferencia de las funciones
de fragmentación asociadas a sabores livianos DMq,g(Q), que continúan evolucio-
nando a través de las ecuaciones de evolución no masivas de QCD las funciones
de fragmentación asociadas a sabores pesados DMh no dependen de la escala Q
por permanecer desacopladas de la evolución de la QCD.
El esquema MFFNS es el apropiado para describir procesos de dispersión a
escalas de energía cerca de los umbrales de activación de los sabores pesados. Sin
embargo, en el límite de altas energías este esquema no converge a la Ec.(4.1),
como sería esperable, debido a la presencia de contribuciones logarítmicas po-
tencialmente grandes (αkS log
k(mh/Q)) en las secciónes eficaces partónicas σˆMi .
Estas contribuciones que arruinan la convergencia de las series perturbativas en
la constante de acoplamiento fuerte αS, son resumadas en la aproximación no
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masiva (ZM) a través del grupo de renormalización. De hecho, como veremos en






donde todas las contribuciones logarítmicas han quedado guardadas de el opera-
dor matricial Aji, independiente del proceso de interacción fuerte considerado.






con Dij = A−1ij ,que poseen el correcto comportamiento en el límite de altas
energías. Con ella puede construirse un esquema del tipo GM-VFNS en el que








σˆGMj (Q,mh)⊗DGMj (Q) (4.5)
donde las funciones de fragmentación DGMj evolucionan en la escala Q a través
de las mismas ecuaciones de evolución que se utilizan en el esquema ZM-VFNS,
para todos los sabores. La continuidad de la sección eficaz a través del umbral de





que es análoga a la utilizada en el esquema FONLL, utilizado en extracción de
densidades de partones.
El esquema está definido de forma tal que las secciones esficaces interporlen
suavemente entre el comportamiento masivo cerca del humbral asociado a la
masa de los quarks pesados y el límite no masivo deseado para Q  mh. Sin
embargo, puede observarse claramente que éste no es único. Los mismos compor-
tamientos límite pueden satisfacerse utilizando factorizaciones alternativas que
permiten resaltar distintas cualidades de las secciones eficaces. Por ejemplo, re-
alizando la sustitución
σˆGMj −→ σˆGM*j = (1− f(Q)) σˆMj + f(Q) σˆGMj (4.7)
en la Ec.(4.4), utilizando una función f(Q) que se anula sobre el umbral de
activación del sabor pesado f(mh) = 0 y que tiende monótonamente a 1 para
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Q  mh, como puede ser f(Q) = 1 − 2mh/Q, uno puede retardar la conver-
gencia al límite de masa cero. Alternativamente,
σˆGMj −→ σˆGM*j = (1− f(Q)) σˆGMj + f(Q) σˆZMj (4.8)
permite acelerar la convergencia al comportamiento no masivo, reduciendo el
impacto de los efectos de masa. Cualquiera sea la opción que mejor describa el
comportamiento real de las secciones eficaces, se debe tener presente que si bien
el esquema GM-VFNS introduce algunas correcciones aún a la escala de energía
de la masa del bosón Z, los efectos de dichas correcciones son significativos a
escalas cercanas al umbral asociado a la masa de los quarks pesados.
4.3. Cálculo de secciónes eficaces partónicas
sustraídas
Los cálculos de secciones eficaces en un esquema con número fijo de sabores
donde los quarks pesados son tratados como partículas masivas (MFFNS) produ-
cen resultados confiables cuando la masa mh de dichas partículas es comparable
a la escala de energía Q del proceso que se busca describir. Sin embargo, cuando
éste no es el caso, surgen contribuciones logarítmicas del tipo log(mh/Q) que
afectan la validez de la teoría de perturbaciones a orden fijo.
Uno podría esperar que al sustraer los términos proporcionales a estos grandes
logarítmos, las secciones eficaces masivas se aproximen, en el límite Q  mh,
a las correspondientes calculadas en un esquema ZM-VFNS. Sin embargo, ésto
no es cierto pues difieren en términos finitos de orden O(αS), que dependen del
procedimiento de regularización. Mele y Nason [72, 77] demostraron que, en el
caso de la producción de quarks pesados en procesos SIA (e+e− → hh¯g), estos
términos finitos, que emergen de la teoría masiva en el límite mh → 0, pueden
ser generados convolucionando las secciones eficaces calculadas en el modelo
de partones no masivo con factorización en el esquema de MS con funciones
Aij(x, µ). Éstas son de alguna manera “funciones de fragmentación partónica”
que describen la transición de quarks de sabor h no masivos a uno masivo de la
misma especie.
Si la interpretación de estos términos finitos como funciones de fragmen-
tación partónicas es correcta, entonces Ahh(x, µ) debe ser independiente del
proceso considerado y puede entonces ser usada para calcular secciones eficaces
de producción de hadrones pesado en cualquier otro proceso. La universalidad
de Dhh(x, µ) fue confirmada en el análisis de los procesos γ∗h → hg [64, 65],
γγ → hh¯g [59] y gg → hh¯g [58] y, posteriormente, establecida de modo general
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por Cacciari y Catani en la Ref. [28]. Aún más, se han desarrollado derivacio-
nes, independientes del proceso, de distintas funciones de fragmentación a orden
O(αS) en la Ref. [70] y a orden O(α2S) en las Ref. [73, 74].
Las funciones de fragmentación partónicas pueden utilizarse de diversas mane-
ras [29, 30, 31]. Sin embargo, la forma más simple de conectar secciones eficaces
partónicas masivas calculadas en el esquema MFFNS con las corresponientes sec-
ciones eficaces no masivas, en un esquema con factorización MS, es sustrayendo
de la teoría masiva los términos proporcionales a las funciones de fragmentación
partónicas que generan una diferencia entre dichas secciones eficaces, en el límite
Q mh.
De manera general, el procedimiento que se siguió puede esquematizarse
como sigue:
1. Determinar el límite mh → 0 de las secciones eficaces σˆMj (Q,mh) de pro-
cesos partónicos calculadas en un esquema MFFNS, donde se retiene a mh
como un regulador natural de las divergencias colineales asociadas a los
quarks pesados. Se supone que ya se han sustraido en σˆMj las divergencias
colineales aasociadas a los quarks livianos y los gluones en el esquema MS.
Dicho límite debe ser tratado cuidadosamente en el sentido de las distribu-
ciones. El resultado, l´ımmh→0 σˆ
M
j (Q,mh), contiene logarítmos singulares
de m2h.
2. Comparar el límite anterior con las correspondientes secciones eficaces par-
tónicas calculadas en un esquema ZM-VFNS, donde todos los quarks son
tratados como no masivos, para identificar los términos de sustracción co-
rrectos. Ésto es
σˆsubj (Q) = l´ım
mh→0
σˆMj (Q,mh)− σˆZMj (Q) (4.9)
3. La secciones eficaces partónicas deseables se construyen quitando los tér-
minos de sustracción de las secciones eficaces σˆMj (Q,mh):
σˆGMj (Q,mh) = σˆ
M
j (Q,mh)− σˆsubj (Q) (4.10)
De esta manera, los logarítmos log(m2h) son sustraidos de las secciones
eficaces en σˆMj (Q,mh) junto con términos finitos independientes de mh,
reteniendo en σˆGMj (Q,mh) la dependencia no singular completa en la masa
de los quarks pesados de σˆMj (Q,mh).
Este procedimiento fue puesto a prueba con éxito en la descripción de los procesos
γγ → D∗ +X [59, 60], γp→ D∗ +X [61] y pp¯→ D∗ +X [58].
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4.4. Procesos aniquilación - positrón a hadro-
nes
La aniquilación electrón - positrón (SIA) a hadrones inclusiva es uno de los
procesos más adecuados para la extracción de funciones de fragmentación a
partir de datos experimentales. Además de que su señal de fondo tiene menos
contribuciones que en el resto de los procesos, como la colisión de hadrones, en
la aniquilación electrón - positrón se tiene la ventaja de que no se debe lidiar con
la incerteza introducida con el uso de las densidades de partones.
En el sistema del centro de masa del sistema e+ − e−, la sección eficaz de
producción incusiva de hadrones del tipo H en procesos SIA intermediada por
un fotón (γ) o un bosón Z
e+ + e− −−→
γ,Z
H +X (4.11)
donde X representa a los estados finales residuales que no son observados, de-
pende únicamente de dos variables: el ángulo θ que orienta a H respecto de la
dirección en que ocurre la interacción entre el electrón y el positrón, y x = 2E/Q,
siendo E representa la energía del hadrón en el estado final y Q la energía de
centro de masa. La variable x representa la fracción de la energía de centro de
masa que es transportada por le hadrón en el estado final. Considerando que,
en cualquier caso, el mediador de la interacción es un bosón de spin 1, la forma
general de la sección eficaz (Sección 20.1 en [79]) viene dada por:
d2σ




















Estos tres términos corresponden a las contribuciones transversal, longitudinal y
asimétrica, respectivamente. Las partes transversal y longitudinal están normali-
















Recordemos que los teoremas de factorización, permiten expresar las secciones
eficaces dσP/dx en términos de secciones eficaces partónicas σˆPi (y, µ, µ
0), donde
i es un índice que recorre los distintos tipos de partones activos, y es la fracción
de energía de centro de masa que transporta el partón i y, µ y µ0 representan las
escalas de renormalización de las divergencias ultravioletas y factorización de las
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donde los límites de integración ymin y ymax dependen, como veremos más adelan-
te, de si los quarks son tratados como masivos o como no masivos. A diferencia
de la expresión de la sección eficaz dada en la Ec.(3.2), organizada en función de
la polarización del bosón producido tras la aniquilación del electrón y el positrón,
aquí se opta por ordenar la sección eficaz en términos de los distintos tipos de
partones. Este ordenamiento resulta más convenente a la hora de implementar
el esquema GM-VFNS.
Finalmente, se debe mencionar que, en la práctica, los cálculos de las secciones
eficaces partónicas se realizan considerando µ = µ0 = Q. De esta manera, los
términos proporcionales a logQ2/µ02 se anulan simplificando las expresiones de
la sección eficaz.
4.4.1. Cinemática y espacio de fase de la fragmentación
de partones masivos
Antes de presentar las secciónes eficaces partónicas resulta necesario hacer
algunos comentarios acerca del espacio de fase donde realizaremos las integrales
en la fracción del impulso disponible y llevado por el partón. Los procesos de
fragmentación son complejos no sólo por el gran número de partículas que inter-
vienen (gluones soft) sino también por su carácter altamente no perurbativo. Sin
embargo, en primera aproximación, podríamos pensarlo como un “decaimiento”
a → H + X de un quark a, de masa ma, donde H representa al hadrón (de
masa MH) detectado en el estado final y X al sistema hadrónico que acompaña
a H. El sistema hadrónico puede ser tratado como un objeto único con una masa
invariante MX , que puede tomar algún valor en el rango 0 < MX < ma −MH .
En principio, en esta visión del proceso de fragmentación donde es creado
H, se requiere que a tenga una virtualidad p2a mayor a M
2
H . Sin embargo, en
el modelo de partones, los partones producidos son tratados como partículas
reales, es decir, con sus momentos en la capa de masa. De esta manera, se
volvería necesario que ma > MH .
Realizando una transformación de Lorentz desde el centro de masa del de-
caimiento que nos lleve al centro de masa de la aniquilación electrón - positrón,






y < z <
(m2a +M
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siendo ρ = 4m2a/Q
2. La fracción de impulso de centro de masa y del partón a
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Espacio de fase del sabor c




Figura 4.1: Proyección del espacio de fase del procesos fragmentación de un quark de sabor
charm, para Q2 = 10,52 GeV. La línea continua representa los límites de espacio de fase
correspondiente considerar la fragmentación como un procesos de decaimiento; la línea dis-
continua describe la frontera del espacio de la hadronización entendida como un procesos no
perturbativo.
toma valores en el intervalo:
√
ρ < y <
Q2 + 2m2a − 2Q ma
Q2 −ma Q (4.16)
Bajo estas condiciones, el espacio de fase de la fragmentación del partón a
correponde a la región encerrada por la curva continua de la Fig.4.1, excluyendo
el rango de valores de 0 < x < 0,25, con x = z/y, que corresponde, según los
resultados de todos los análisis globales, a la región de máxima probabilidad de
fragmentación del sabor c. Pero aún más, esta descripción excluye la posibilidad
de que ocurran transiciones a → π0, para las que no se satisface la condición
p2a > M
2
H , si los partones son tratados como partículas on-shell. Uno puede
escapar a estos problemas considerando la hipótesis de que el sistema hadrónico,
creado por la fragmentación del partón a, no sólo recibe color del resto del evento
(que incluye también la hadronización del resto de los partones creados), sino
también energía y momento. De esta manera, la energía y el momento del hadrón
ya no están directamente vinculados con los del partón fragmentante a. H podría
transferir toda su energía cinética al resto del sistema hadrónico que lo acompaña,
alcanzando valores de la fracción de impulso de centro de masa incluso inferiores
a los de la fracción de impulso y del partón a. Similarmente, éste podría absorber
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energía e impulso del resto del proceso alcanzando la máxima fracción de impulso
posible y = 1. Así como también, absorbiendo energía e impulso del partón del
resto del evento podría crearse el hadrón H, aunque ma < MH . En ese sentido,
la región accesible (z, y) puede ampliarse maximalmente a la región delimitada
por la curva punteada (ver Fig.4.1), definida por las condiciones
√
ρH < z < 1
Max(
√
ρ, z) < y < 1
(4.17)
con ρH = 4M2H/Q
2, dentro de la cual las secciones eficaces aún son funciones
reales.
Siguiendo un razonamiento similiar es simple advertir que en caso de que el
proceso de fragmentación sea iniciado por un gluón en presencia de dos partones
de masa ma, como puede ser un par quark - antiquark, el espacio de fase del
proceso se encuentra delimitado por las condiciones
√
ρH < z < 1
z < y < ρ
(4.18)
Es importante notar que en ambas definiciones se conserva la condición y >
ρ = 2ma/Q necesaria para producir partones reales con masa ma y que, para
ma = 0, en los dos casos se obtiene la región correspondiente al espacio de fase
usada en los cálculos realizados en esquemas ZM-VFNS.
4.4.2. Secciones eficaces partónicas no masivas
Los ladrillos fundamentales de las secciones eficaces partónicas en un esquema
en el que las masas de todos los quarks son consideradas como nulas, se escriben
en términos de las funciones coeficiente [42]


























C1g (y) = 2CF









CLq (y) = CF (4.21)




que fueron introducidas previamente en la Ec.(3.4). Aquí, CF = (N2c−1)/(2Nc) =
4/3 y el subíndice + hace referencia a la definición usual de las distribuciones
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más. De ésta manera, la sección eficaz simplemente inclusiva de producción de
un quark o antiquark del tipo q mediante la aniquilación de un par electrón -
positrón, a NLO, tiene la estructura
σˆZMq (y,Q


























Análogamente, la producción del hadrón H puede ocurrir a través de la frag-
mentación de un gluón. La sección eficaz partónica de producción de gluones en
presencia de un par quark - antiquark del tipo q, tiene constribuciones no nulas










2) = 2Nc σ0
nfX
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En los procesos de aniquilación electrón - positrón, los gluones en el estado
final son radiados por un quark o un antiquark de cualquier sabor. Por esta
razón, se suma sobre los distintos sabores q activos. El número nf de sabores
incluidos en esta suma, recordando las características de los esquemas ZM-VFNS
presentado en el Capítulo 2, depende de la escala de energía Q.
Como la función Cg(y) < 0 para cualquiera valor de y, los gluones contribuyen
destructivamente a la sección eficaz dσ/dx de producción de hadrones H. Ésto
no resulta absurdo siembre y cuando la sección eficaz total sea positiva.
Finalmente, resulta importante mencionar que bajo la hipótesis de quarks
no masivos, los límites de integración en la fracción de impulso y se reducen a
ymin = z y ymax = 1, con
√
ρH < z < 1. Así, a partir de la Ec.(4.14), la sección
eficaz de producción de hadrones del tipo H en procesos SIA en el esquema
































donde hemos introducido la notación DH,ZMq+q¯ = DH,ZMq +D
H,ZM
q¯ .
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4.4.3. Secciones eficaces partónicas masivas
La secciones eficaces partónicas al orden NLO con quarks masivos h se adop-
tan para los quarks en el estado final la definición de partícula en capa de masa.
Algunos de los diagramas que se incluyen en este cálculo están representados en
la Figura 4.2. Los correcciones de masa finita son generalmente del orden m2h/Q
2
y, por lo tanto, son apreciables para escalas de energía de centro de masa del





























Figura 4.2: Representación de los diagramas tipo árbol que contribuyen a las secciones eficaces
σˆMh y σˆ
M
g . Las lineas delgadas refieren a partículas con masa nula; las líneas gruesas refieren a
las partones de sabores pesados. Los diagramas con loops no han sido incluidos.
Las sección eficaz partónica de producción de un quark o un antiquark de

































































donde ρ = 4m2h/Q
2, y donde A2h y V
2
h son las cargas electrodébiles efectivas







P pueden ser encontradas en B. En forma similar a la Ec.(4.26),
la sección eficaz partónica inclusiva de producción de un gluón en presencia de
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Las funciones G(u)P pueden encontrarse también en el Apéndice B.
Resulta interesante notar que en el caso de quarks masivos, la dependencia
en la escala de factorización µ0 es reemplazada por mh. Esto responde al he-
cho de que, al considerar los quarks como masivos, no se ponen de manifiesto
divergenciás colineales que debían ser regularizadas en las secciones eficaces no
masivas.
En este caso, en que los quarks son tratados como masivos, la variable y toma
valores en el rango Max(
√
ρ, z) < y < 1 para el que el partón fragmentante es
un quark. Mientras que si el partón fragmentante es un gluón en companía de
un par quark - antiquark masivos, encontramos que z < y < β2, donde hemos
definido la cantidad β =
√
1− ρ. En ambos casos, la fracción de impulso de
centro de masa del hadrón toma valores en el intervalo
√
ρH < z < 1.
A partir de estos resultado, en un esquema MFFNS con nf = nl + 1 sabor
activos, donde sólo uno de ellos corresponde a un sabor pesado y los nl restantes

















































donde,a ordenO(αS), las secciones eficaces partónicas de quarks de sabor livianos
y gluones en el esquema MFFNS vienen dadas por
σˆMq (y,Q






(y,Q2) + σˆMg (y,Q
2,mh) Θ (ρ− y) +O(α2S) (4.37)
La función escalón de Heaviside Θ es utilizada simplemente para ajustar adecua-
damente los límites de integración. Para uniformizar los límites de integración de
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todos los términos se ha redefinido σˆM multiplicando el miembro derecho de las
ecuaciones Ec.(4.31) y Ec.(4.32) por Θ

y −√ρ. Finalmente, resulta importan-
te destacar que σˆZMg,nl se calcula a través de la Ec.(4.26), sumando sólo sobre los
nl sabores livianos.
4.4.4. Límite no masivo de las secciones eficaces
A fin de construir los términos de sustracción correctos que deben incluirse
en el GM-VFNS para asegurar que éste se empalme con el esquema ZM-VFNS
en el límite de altas energrías Q  mh, se necesita tomar el límite mh → 0 de
las secciones eficaces σˆM,Ph,g que dependen de mh a través de la varible ρ. De esta
manera, el límite de altas energías resulta equivalente a considerar ρ→ 0. Así, a










































=P (0)qq (x) ln
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es la contribución de orden O(αS del elemento de matriz Ahh del operador
introducido en la Ec.(4.3) que permite factorizar las contribuciones logarítmicas
de las secciones eficaces partónicas. P (0)qq (x) es la contribución dominante de uno
de los núcleos de Altarelli - Parisi, expresados en la Sección 3.4.1. Explícitamente,

















El resto de los elementos de matriz Aqh y Agh son de orden O(α2S) por lo que la
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=P (0)gq (x) ln
Q2
m2
−2CF (2 ln x+ 1) (4.45)
donde, como antes, P (0)gq (x) es la contribución dominante de uno de los núcleos de
Altarelli - Parisi, la Sección 3.4.1. Desarrollando perturbativamente la Ec.(4.34)
























= δ(1− x) +O(α2S) (4.47)
mientras que el elemento de matriz Aqg recibe contribuciones a partir del orden








= δ(1− x) +O(α2S) (4.48)
mientras que los elementos de matriz Aqh y Aqg son todos de orden O(α2S), para
cualquier sabor liviano q.
4.5. Secciones eficaces partónicas en el esque-
ma GM-VFNS
Las secciones eficaces sustraídas σˆGMi fueron definidas en la Sección 4.3 a
través de la Ec.(4.4). Sin embargo, esta definición requiere del conocimiento
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del operador matricial Dij, que se construye invirtiendo orden a orden el ope-
rador Aij. Entonces, a partir de las ecuaciones Ec.(4.41), Ec.(4.46), Ec.(4.47),
Ec.(4.48) y teniendo en cuenta que los restantes elementos de matriz son de














































= δ(1− x) +O(α2S) (4.52)
cualquiera sea el sabor liviano q. Además , se tiene que los restantes elementos
de matriz Dqg, Dqh, Dgq, Dgh y Dhq son cantidades de orden O(α2S).
A partir de las ecuaciones Ec.(4.4), Ec.(4.49 - 4.52) y la secciones eficaces de



















































Tenemos entonces todos los elementos que la teoría de perturbaciones puede
aportar para escribir la sección eficaz de producción de hadrones del tipo H en


















































Capítulo 4. Efectos de las masas de los sabores pesados en el proceso de
fragmentación
Las funciones de fragmentación DH,GMi son obviamente cantidades no perturba-
tivas y para conocerlas se debe realizar un análisis global de QCD. Además, la
Ec.(4.56) permite establecer una relación entre las funciones DH,GMi y aquellas
funciones de fragmentación DH,Mi , definidas en el esquema MFFNS a través de
la Ec.(4.35). Para ello se deben reemplazar las ecuaciones Ecs.(4.53-4.55) en la
Ec.(4.56) para obtener:
DH,GMq (z,Q
2) = DH,Mq (z,Q
2) +O(α2S) (4.57)
DH,GMh (z,Q































2) = DH,Mg (z,Q
2) +O(α2S) (4.59)
Las Ecs.(4.57 - 4.59) son las versiones expícitas, al orden siguiente al dominante,
de las condiciones de contorno necesaria para garantizar la continuidad de las
secciones eficaces, expresadas en la Ec.(4.6).
4.6. Implementación del esquema GM-VFNS
en un análisi global de QCD
En esta sección se presentan las bases para la realizacion de un análisis glo-
bal, con la implementación del esquema GM-VFNS presentado en la Sección
4.2, para considerar de manera consistente la dinámica de los quarks pesados. El
propósito de la construcción de dicho esquema es procurar extraer funciones de
fragmentación, separando de manera consistente los efectos de la masa de los
quarks pesados que influyen exclusivamente sobre la parte perturbativa del proce-
sos completo de hadronización, de aquellos que afectan a la parte no perturbativa
de dicho proceso. La extracción se realiza a través de un análisis global, que se
apoya fundamentalmente sobre dos ingredientes que proveen toda la información
necesaria para llevar a cabo esta tarea. El primero de ellos son las observaciones
experimentales, ésto es, la medida de secciones eficaces. En ese sentido se cuenta
con los datos de producción de piones en procesos semi-inclusivos de aniquilación
electrón - positrón (de las colaboraciones Tpc, Sld, Aleph, Delphi, Opal,
BaBar y Belle), de dispersión profundamente inelástica semi-inclusiva (cola-
boraciones Hermes y Compass) y colisiones protón - protón (Phenix, Star
y Alice), utilizadas en el análisis global que se presentado en el Capítulo 3 (los
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detalles de las selección de estos conjuntos de datos experimentales fueron pre-
sentados en la Sección 3.2). El segundo ingrediente es la predicción para estos
observables físicos. Estas predicciones se obtienen a través de la convolución en-
tre las secciones eficaces partónicas y las funciones de fragmentación, calculada
a la respectiva escala de energía Q de los experimentos.
La funciones de fragmentación resultan de evolucionar, a través de las ecua-
ciones de evolución estándar (ver Ec.(3.11) del Capítulo anterior), su parametri-
zación a una dada escala de energía inicial Q0 = 1 GeV, Ec.(3.30). Esta parte
del análisis es idéntica tanto para un análisis como el presentado en el Capítulo
3, realizado en el contexto de un esquema ZM-VFNS, como para otro en el que
se implemente el esquema GM-VFNS expuesto en las primeras secciones de este
Capítulo.
Para estimar el impacto que conlleva modificar las consideraciones teóricas
sobre la dinámica de los quarks pesados a través de la inclusión de los efectos
de su masa, resulta conveniente comenzar implementando el esquema GM-VFNS
para describir los datos provenientes de experimentos sobre procesos SIA, única-
mente. Dado que las contribuciones de los sabores pesados a la producción de
piones en procesos semi-inclusivos de colisión protón - protón (pp) o de dispersión
profundamente inelástica (SIDIS), sobre blancos de hidrógeno o deuterio, están
fuertemente suprimidas por ser sabores de mar, se espera que, en estos casos, el
impacto de la aplicación del esquema sobre el resultado final de la extracción sea
pequeño. En ese sentido, las secciónes eficaces partónica asociadas a la produc-
ción de quarks pesados (o gluones en presencia de quarks pesados) en procesos
de SIDIS y colisiones pp son tratadas en el marco de un esquema ZM-VFNS.
Por otra parte las secciones eficaces partónicas asociadas a procesos de SIA son
consideradas en el contexto del esquema GM-VFNS. Estas últimas, que a par-
tir de ahora serán representadas por σˆGMi son calculadas a través del cómputo
de distintas integrales de convolución, que se suman a las convoluciones de las




Ec.(4.56), con las que se obtiene la predicción de observables físicos.
Los parámetros que definen a las funcionesDH,GMi (z,Q
2) se determinan por la
comparación entre las observaciones sobre la producción de piones y su predicción
teórica, a través de la minimización de una función χ2, Ec.(3.36). La búsqueda
de su mínimo se realiza numéricamente y, como ya fue mencionado en la Sección
3.4, para que esta tarea sea realizada de manera eficiente, resulta conveniente
utilizar el método de Mellin. Al trabajar en el espacio de la variable de Mellin
N , todas las integrales de convolución, que de otro forma deberían calcularse
numéricamente en cada paso del procesos de minimización, son trasnsformadas
en productos.
En el marco de la implementación del esquema GM-VFNS, la aplicación de es-
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te método requiere básicamente del conocimiento de las transformadas de Mellin
M[σˆMi ](N) de las secciones eficaces partónicas y de los contratérminos (propor-
cionales a σˆMj ⊗Aji), que sustraen los logaritmos potencialmente peligrosos. Sin
embargo, debe mencionarse que el cáluclo analítico de lasM[σˆMi ](N) resulta una
tarea dura, sino imposible, debido a la complejidad de sus expresiones funcionales
(ver funciones en el Apéndice B). En este sentido, la mayor dificultad reside en el
cálculo de las integrales de Mellin de los términos proporcionales a las funciones
R
(u)




















P (y, ρ)−R(u)P (1, ρ)
1− y dy (4.60)
con N tomando valores en el plano complejo.
Resulta conveniente evaluar este tipo de integrales utilizando una combina-
ción entre cálculo análitico y aproximación numérica, factorizando el comporta-
miento característico de las funciones R(u)P (y, ρ) en x ≈
√
ρ y x ≈ 1 + ρ/4. De
este modo, estas funciones pueden ser aproximadas como












+ C(u)P (4, ρ) log(1 +
ρ
4
− y) + P (u)P (y, n) (4.61)
donde P (u)P (y, n) representa a un polinomio en la variable y, determinado nu-
méricamente a través de una rutina de cuadrados mínimos. El grado n de éste
polinomio se adapta para obtener la mejor aproximación posible de las funciones
R
(u)







Las integrales If =
R 1√
ρ
f(y) dy son calculadas númericamente con una rutina de
integración de funciones unidimensionales por cuadratura adaptativa. Los coefi-
cientes C(u)P (k, ρ) son conocidos de forma exacta y la transformada de Mellin de
la Ec.(4.61) se puede calcular analíticamente. Así, la diferenica con la Ec.(4.60)
se encuentra contenida en los coeficientes en P (u)P (y, n) de la aproximación po-
linómica. Al respecto, debe mencionarse que el índice = obtenido toma valores
inferiores a 0,0007, para el rango completo de valores de la escala de energía Q,
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que van desde los 2,85 GeV a los 300 GeV, cubriendo el rango completo sobre el
cual se distribuyen todos los datos de producción de piones en procesos de SIA
disponibles para la realización de un análisis global. Así, la diferencia obtenida
entre hacer el cálculo exacto de la integral Ec.(4.60) y su aproximación, reempla-
zando las funciones P (u)P (y, n) por la expresión dada en la Ec.(4.61), es menor
al 0,1%, ver Fig.4.3, y no afecta al resultado del ajuste global.
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Figura 4.3: Error relativo entre la función R(v)1 y R(v)1 como función de la fracción de impulso
y, para el caso de un quark de masa mh = 1,4. Ambas funciones son definidas como reales
para
√
ρ = 2mh/Q < y < 1. Los distintos cuadros permiten observar que las diferencias entre
hacer uso de R(v)1 o R(v)1 son despreciables para un rango de escalas de energía Q que excede
ampliamente el cubierto por los experimentos considerados.
Debe considerarse que los datos experimentales sobre la medida de las sec-
ciones eficaces de producción de piones se encuentran organizados en función de
la fracción de impulso x del pión en el estado final, y la escala de energía a la
que se realizó la medición. De esta manera, para construir la función χ2, a partir
de la que se determinan los valores de los parámetros libres del ajuste global,
se requiere recuperar el valor de las secciones eficaces a partir del producto de
la transformada de Mellin de las secciones eficaces partónicas y las funciones de
fragmentación, evolucionadas hasta las escalas de energía de los experimentos.
Ésto se realiza a través de la transformada de Mellin inversa.
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La inversión se realiza numéricamente y por tal motivo sólo se necesita co-
nocer el valor de las funciones M[σˆMi (N)] en ciertos puntos del espacio de la
variable de Mellin N . Por este motivo, para reducir la exigencia en recursos in-
formáticos del proceso de minimización, resulta conveniente generar listas con
los valores de las transformadas de Mellin de las secciones eficaces σˆGMi . Estas
listas se cargan en memoria antes de comenzar la busqueda numérica del mínimo
de la función χ2 numérica. Ahora bien, recordemos que para obtener una fun-
ción a partir de su transformada de Mellin pueden escogerse distintos caminos










(N) ∝ ρN/2 (4.63)
Así, el módulo de la transformada de Mellin de la Ec.(4.61) crece exponencial-
mente lejos del origen, sobre los caminos de inversión de Talbot o el utilizado en el
análisis DSS [40], presentados en la Sección 3.4. Por tal motivo, éstos no pueden
ser utilizados. El cálculo de la predicción de las sección eficaz de producción de
piones en procesos de aniquilación electrón - positrón, en el marco del esquema
GM-VFNS, se realiza a partir del camino de inversión dispuesto por la fórmula
de inversión de Mellin, Ec.(3.15). Finalmente, es importante mencionar que, en
el caso de las secciones eficaces de producción de piones en procesos de SIDIS
y colisiones pp, calculadas en un esquema ZM-VFNS, se emplea el camino de
inversión CDSS (ver 3.4), repitiendo lo hecho en el análisis global que se presentó
en el Capítulo 3.
4.7. Resultados
En esta sección, se presenta una discusión acerca de la relevancia de las
correcciones asociadas a la masa de los quarks pesados en la producción de
piones cargados. Éstas son introducidas en un análisis global de QCD al orden
siguiente al dominante (NLO), para la extracción de funciones de fragmentación,
a través de la aplicación de diferentes esquemas de masa [36].
La metodología general del análisis sigue los lineamientos generales que se
describieron en el Capítulo 3, para extraer funciones de fragmentación bajo la hi-
pótesis de que todos los partones pueden considerarse como no masivos (DSS14).
La utilización de la técnica de Mellin permite calcular las partes computacional-
mente más demandantes de la aproximación de las secciones eficaces al NLO
para procesos semi-inclusivos de aniquilación electrón positrón (SIA), dispersión
profundamente inelástica (SIDIS) y colisiones protón - protón (pp). Este cálculo
se lleva a cabo previamente a comenzar con la realización del ajuste global. Las
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secciónes eficaces de hadroproducción correspondientes a procesos SIDIS y coli-
siones pp se computan en un esquema ZM-VFNS, como se hizo en el Capítulo
3, mientras que, en el caso de procesos SIA, las secciones eficaces partónicas
asociadas son ahora evaluadas en el contexto de un Esquema de Masa General
con Número Variable de Sabores. Así, como se explicó en la sección anterior, para
obtener predicciones que puedan ser comparadas con los datos experimentales se
necesita calcular la transformada de Mellin inversa del producto de las secciones
eficaces partónicas y las funciones de fragmentación, evolucionadas a través de
las ecuaciones DGLAP estándar. En este caso en particular, como se explicó en
la sección anterior, se necesita definir un contorno particular en el espacio de la
variable compleja de Mellin N y, por lo tanto, una nueva rutina numérica para
calcular las respectivas integrales de inversión.
Resulta importante remarcar que las contribuciones de sabores pesados a la
producción de hadrones en procesos SIDIS, sobre blancos de hidrógeno y deute-
rio, y colisiones pp son despreciablemente pequeñas, debido a que éstos sabores
pesados corresponden al mar de quarks. De esta manera, se espera que el efec-
to de la implementación del esquema GM-VFNS no sea tan apreciable en estos
procesos respecto del caso de la aniquilación electrón - postirón. Otra diferencia
respecto del análisis global presentado en el Capítulo 3 es que se ha removido
el conjunto de datos proveniente de la colaboración Tasso, así como también
aquellos separados en sabor producidos por la colaboración Opal, debido a que
ambos poseen incertezas comparativamente grandes.
En la Figura 4.4, se encuentran representadas las contribuciones de los sabores
charm y bottom a las seccioes eficaces de producción de piones en aniquilaciones
electrón - positrón, calculadas a través de la implementación de distintos esque-
mas de factorización, para un conjunto dado de funciones de fragmentación. Por
un lado, puede observarse cómo los esquemas M-FFNS (línea discontinua negra)
y ZM-VFNS (línea continua roja) se comportan en función de escala de energía
Q2 del centro de masa de la aniquilación electrón - positrón, para distintos valores
de la fracción de impulso z del pión en el estado final. Aquí, es posible observar de
forma explícita que estos esquemas difieren sustancialmente el uno del otro, tan-
to en el límite masivo, para Q2 mucho mayor a los umbrales de 4m2c o 4m
2
b (con
mc y mb a las masas de los quarks de sabor charm y bottom), como en el límite
no masivo, para Q2  m2c y Q2  m2b . Además, puede notarse que los esque-
mas M-FFNS ZM-VFNS se aproximan entre sí, para valores intermedios de Q2.
Por otra parte, puede observarse que los esquemas GM-VFNS, definidos a partir
de los lineamientos puntualizados en la Sección 4.2, poseen el comportamiento
como función de Q2 deseado, interpolando de manera suave entre los esquemas
M-FFNS y ZM-VFNS en los límites masivo y no masivo, respectivamente.
Como se explicó en la sección 4.2, existen distintas definiciones posibles para
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Figura 4.4: Contribuciones de los sabores charm y bottom a la sección eficaz de producción de
piones en procesos de SIA. Los cálculos fueron realizados con un único conjunto de funciones
de fragmentación y, a partir de la implementación de distintos esquemas de sabores para el
computo de las secciones eficaces partoónicas.
las sección eficaces partónicas, todas igualmente válidas, capaz de describir los
mismos comportamientos límite. Distintas prescripciones conducen a distintas
maneras de aproximarse al esquema ZM-VFNS, desde el esquema M-FFNS, a
medida que crece la escala de energía Q2. Dos de ellas se encuentran represen-
tadas en la Fig.4.4, indicadas por los superíndices GM y GM∗. En la Tabla 4.1 se
compara la calidad de un ajuste (DSS-GM) realizado con la implementación de
la variante del esquema GM-VFNS con la prescripción dada por las Ecs.(4.7) y
(4.8) para las secciones eficaces de producción de partones de los sabores charm
y bottom, respectivamente, con la de un análisis global idéntico en el que to-
das las secciones eficaces de producciones de partones fueron evaluadas en un
esquema ZM-VFNS. Debe remarcarse que la aplicación del esquema GM-VFNS
reduce el χ2 global en aproximadamente cien unidades respecto del resultado
obtenido a partir de la utilización del esquema ZM-VFNS. Ésto es prácticamente
más grande que dos desviaciones estándar. De esta manera, la probabilidad de
obtener un resultado mejor al obtenido con el esquema GM-VFNS es casi seis
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veces más pequeña que la de obtener un valor de χ2 menor al que resulta de la
implementación del esquema ZM-VFNS. En particular, se observan reducciones
del valor de las funciones χ2i correspondiente a cada experimento de hasta un
70%, respecto de los valores que se obtienen al no considerar los efectos de las
masas de los quarks pesados. Otras posibles prescripciones han sido exploradas.
Sin embargo, la que se ha mencionado es la que mejor describe el conjunto com-
pleto de datos utilizado en el ajuste. Ésto puede concluirse a partir de que se
obtienen como resultado del ajuste valores mucho menores de las funciones χ2i
por experimento y, al mismo tiempo, normalizaciones Ni que se apartan muy
ligeramente de la unidad. En particular, las normalizaciones resultantes indican
que al contar con una descripción, que incluye de manera consistente los efectos
de las masas de los quarks pesados, se logra reducir la tensión entre los distintos
experimentos considerados en el ajuste global. Este resultado, resulta sobresa-
liente si se tiene en cuenta que en el análisis global se consideran los vínculos
impuestos por los conjuntos de datos experimentales provistos por ls colaboracio-
nes Belle y Babar, ambos de altísima precisión. En el casos particular de estos
experimentos, la incerteza estimada en sus normalizaciones resulta inferiores al
0,2%, consistente con las asignadas por dichas colaboraciones (entre el 0,3% y
el 0,5%), mientras que, en el análisis global DSS14, el error estimado para las
mismas normalizaciones resultan superiores al 3%.
Debe mencionarse que el esquema de sustracción más simple, descripto a
partir de las secciones eficaces σˆGMc y σˆ
GM
c definidas por la Ec.(4.4), produce
ajustes de calidad mucho más pobres, tanto respecto del ajuste DSS-GM como
del DSS14. Las contribuciones de los sabores charm y bottom calculadas a partir
de esta prescripción pueden compararse con aquellas generadas por la definición
de las secciones eficaces usadas en el análisis DSS-GM en la Fig.4.4. Allí podemos
notar que el esquema definido por las Ec.(4.4) sustrae en exceso en el caso de
las secciones eficaces del sabor charm, y converge mucho más lentamente al
límite no masivo de lo requerido por los datos experimentales en el caso del
sabor bottom. Además, debe mencionarse que en todos los casos se utilizó como
funcón de peso f(Q) = 1 − 2mh/Q, presentada en la Sección 4.2, y no se
observan mejoras significativas a partir de elecciones más sofisticadas a ésta.
Los efectos de la masa de los quarks pesados son mucho más notables en la
descripción de los datos provenientes de las colaboraciones Belle y Babar,
de experimentos de producción de piones en procesos SIA. En dichos experimen-
tos se está lejos de poder considerar a los quarks pesados como partículas no
masivas debido a la relativamente baja energía de centro de masa de la aniqui-
lación electrón - positrón. Al ser experimentos realizados a escalas de energía
apenas por encima del umbral 2mb, con mb la masa del sabor bottom, éste debe
participar activamente en la evolución de QCD en Q2. Sin embargo, su contri-
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Tabla 4.1: Valores de la función χ2i y de la normalización Ni para cada conjunto de datos
experimentales incluidos en dos análisis globales idénticos donde se han implementado los
esquemas ZM-VFNS y GM-VFNS, respectivamente.
experiment data # data ZMVFN GMVFN
type in fit Ni χ2 Ni χ2
Aleph [26] incl. 22 0.968 21.6 0.994 23.3
BaBar [67] incl. 39 1.019 76.7 1.002 58.2
Belle [68] incl. 78 1.044 19.5 1.019 11.0
Delphi [5] incl. 17 0.978 6.7 1.003 9.3
uds tag 17 0.978 20.8 1.003 9.5
b tag 17 0.978 10.5 1.003 7.8
Opal [14] incl. 21 0.946 27.9 0.970 15.9
Sld [2] incl. 28 0.938 28.0 0.963 9.5
uds tag 17 0.938 21.3 0.963 11.3
c tag 17 0.938 34.0 0.963 19.8
b tag 17 0.938 11.1 0.963 9.9
Tpc [10] incl. 17 0.997 31.7 1.006 27.9
uds tag 9 0.997 2.0 1.006 2.0
c tag 9 0.997 5.9 1.006 4.3
b tag 9 0.997 9.6 1.006 10.9
Compass [71] π± (d) 398 1.003 378.7 1.008 382.9
Hermes [11] π± (p) 64 0.981 74.0 0.986 69.9
π± (d) 64 0.980 107.3 0.985 103.7
Phenix [8] π0 15 1.174 14.3 1.167 14.4
Star [6] π±, π0 38 1.205 31.2 1.202 33.8
Alice [3] π0 11 0.696 33.3 0.700 31.2
TOTAL: 924 966.4 875.8
bución a la sección eficaz de producción de piones está fuertemente suprimida,
característica que, a diferencia de lo que sucede con el esquema ZM-VFNS, es
correctamente descripta por las secciones eficaces partónicas calculadas en el
esquema GM-VFNS. En la Fig.4.5 puede observarse gráficametne la diferencia
relativa, en función de la fracción del impulso z, entre los datos experimentales
de producción de piones en los experimentos Belle y BaBar y la predicciones
teóricas de los mismos, calculadas a partir de utilización de las secciones eficaces
σˆZMi y σˆ
GM∗
i , respectivamente. Aquí, es posible observar que los datos experimen-
tales y las predicciones teóricas realizadas a partir de los resultados del análisis
DSS-GM son compatibles con un nivel de confianza del 68%. Los valores de las
funciones χ2i por cada experimento y las normalizaciones resultantes, en la Tabla
4.1, indican que también se observan mejoras considerables en la descripción del
resto de los conjuntos de datos sobre producción de piones en procesos SIA,
medidos a escalas de energía Q más altas.
En la Fig.4.6 se presenta una comparación gráfica entre las funciones de
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Figura 4.5: La figura presenta una comparación entre las medición de la sección eficaces
de producción de piones en procesos de aniquilación electrón - positrón provenientes de las
colaboraciones Belle y BaBar y la predicción teórica de los mismos, realizada a partir de la
implementación de los esquemas ZM-VFNS y GM-VFNS.
continua), para Q2 = 4 GeV, juntos con las bandas de incerteza correspondientes
a un nivel de confianza del 68%, calculadas a través de la utilización del método
Hesssiano mejorado que fue explicado en el Capítulo 3. En los cuadros a la dere-
cha puede observarse la diferencia relativa entre las funciones de fragmentación
del ajuste DSS14 y las del DSS-GS, para cada sabor, junto una comparación de
las incertezas relativas de cada análisis. La función de fragmentación Dπ+c+c¯ se
modifica sustancialmente con las implementación del esquema GM-VFNS, ob-
servándose un incremento superior al 30% en la probabilidad de hadronización
de partones de sabor charm a piones, en prácticamente todo el rango de valores
de la fracción de impulso z. Éste viene acompañado de una disminución de las
probabilidades de fragmentación de gluones a piones. Ambas modificaciones se
originan a partir de la utilización de las seccióne eficaces σGM
∗
i que, al contener
en su definicón efectos de las masas de los quarks pesados, ponderan de mane-
ra más adecuada la producción de partones en procesos SIA a bajas energías,
respecto de la escala de los umbrales de activación de los sabores pesados. A
partir de la comparar las incertezas relativas, que resultan de la implementación
de diferentes esquemas, se puede concluir que la implementación del esquema
GM-VFNS ayuda a una mejor determinación de las funciones de fragmentación
de partones de sabor charm a piones. Cabe destacar la importancia del papel
que juegan los conjuntos de datos de producciones de piones provistos por la
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Figura 4.6: Compración entre las funciones de fragmentación obtenidas en los esquemas
ZM-VFNS y GM-VFNS, para las energías de centro de masa de la aniquilación Q = 4 GeV.
colaboraciones Belle y BaBar, que proveen vínculos imprescindibles para fijar
el comportamiento de la funciones de fragmentación de sabor charm en regiones
del espacio de fase donde los efectos de su masa resultan significativos.
Por otra parte, al igual que en el análisis DSS14, la función de fragmentación
Dπ
+
u+u¯ es la mejor determinada en el análisis DSS-GM, con una incerteza inferior
al relativa del 10% en prácticamente el rango completo de valores de la fracción
de impulso z, con un nivel de confianza del 68%. La incerteza relativa crece
rápidamente en para z > 0,8, de manera similar a lo que se observa en los
resultados del análisis DSS14, presentados en el Capítulo 3.
En la Fig.4.7 se presenta una comparación entre las funciones de fragmenta-
ción extraídas a partir de los análisis DSS14 y DSS-GM, junto con las bandas de
incerteza calculadas a través del método Hessiano modificado, para Q2 = M2Z .
Por un lado se puede notar que las diferencias entre las funciones de fragmen-
tación Dπ+c+c¯ extraídas en estos ajustes globales son preservadas por la evolución
de QCD. En particular, la probabilidades de fragmentación de quarks charm en



































































































Figura 4.7: Compración entre las funciones de fragmentación obtenidas en los esquemas
ZM-VFNS y GM-VFNS, para las energías de centro de masa de la aniquilación Q =MZ .
mo mínimo un 25% más grandes que la estimadas en el análisis global DSS14,
para prácticamente todo los valores de la fracción de impulso z. Esta diferencia
es tan grande que no se observa ningún tipo de superposición entre las bandas
de error estimadas, para z por encimad de 0,11. Además, comparando las incer-
tezas relativas obtenidas en cada análisis se puede notar, como en la Fig.4.6, que
la utilización de un esquema adecuado para describir la dinámica de los quarks
pesados ayuda a mejor la determinación de sus correspondientes funciones de
fragmentación también a escalas de energía mucho mayores que las que imponen
sus masas.
Por otro lado, las probabilidades de fragmentación del sabor bottom obteni-
das con la implementación del esquema GM-VFNS son prácticamentes iguales a
las extraídas en el análisis DSS14. Esto se debe a que la sección eficaz de pro-
ducción de quarks de dicho sabor en procesos de aniquilación electrón - postirón,
calculadas en el esquema GM-VFNS, se encuentra fuertemente suprimida cerca




palmente fijada por los datos, separados por sabor, de procesos SIA a escalas de
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energía tan altas que las correcciones debidas a la masa mb resultan impercepti-
bles. Sin embargo, debe remarcarse que gracias a que la contribución del sabor
bottom está convenientemente suprimida apenas por encima del umbral 2mb, el
acuerdo con los datos experimentales y la consistencia general del análisis global
mejora sustancialmente.
Por otro lado, analizando las resultados presentados en las Figs.4.6 y 4.7 en
conjunto, se puede decir que si bien se observan diferencias entre las funciones
de fragmentación de sabores livianos en piones, resultantes de los dos ajustes,
éstas son muy moderadas y que, considerando las incertezas estimadas, ambos
resultados resultan compatibles. El comportamiento de dichas funciones es fijado
por los conjuntos de datos experimentales sobre producción de piones en procesos
SIDIS y los separados en sabor medidos en experimentos de SIA a la escala de
la masa del bosón Z. En el primero de los casos, debe recordarse que no se hizo
uso del esquema GM-VFNS para describir este tipo de procesos, mientras que en
el segundo de los casos las correcciones debidas a la masa de los sabores charm
y bottom resultan despreciables.
Capítulo 5
Conclusiones
En esta Tesis se estudió el fenómeno de producción de hadrones en procesos
de altas energías en el marco de la QCD. En particular, se implementó un análisis
global de QCD para extraer las funciones de fragmentación que parametrizan
los detalles no perturbativos de la formación de hadrones y se generalizó por
primera vez el formalismo y su implementación al caso en que los quarks pesados
participan como partículas masivas.
A lo largo del Capítulo 3, se presentó un análisis global para extraer funcio-
nes de fragmentación de partones en piones, basado en los lineamientos generales
usados en el estudio DSS [40] realizado en 2007. La extracción se llevó a cabo
a partir la información que ofrece la observación experimental acerca de la pro-
ducción de piones en procesos semi-inclusivos de aniquilación electrón - positrón,
dispersión profundamente inelástica de leptones sobre protones y deuterones, y
colisiones protón - protón. Ésta, sumada a los vínculos que impone la QCD so-
bre la evolución en la escala de energía de las probabilidades de hadronización,
permite determinar el comportamiento de las funciones de fragmentación, a una
escala de referencia Q0 = 1 GeV, con la fracción de impulso z del partón que
inicia el proceso de hadronización que es transportada por los piones producidos
en el estado final.
En este análisis global de QCD, las funciones de fragmentación se determi-
naron por comparación directa entre las medidas experimentales de las secciones
eficaces de producción de piones y sus predicciones calculadas a partir del modelo
de partones, bajo la hipótesis de quarks no masivos, a través de la minimización
de una función χ2. Si bien los conjuntos de datos experimentales cubren un am-
plio rango de escalas de energía que van desde aproximadamente 1 GeV hasta
escalas de energía del orden de la masa del bosón Z, se observa que la hipótesis
utilizada en el análisis permite ofrecer una excelente descripción de todos los
conjuntos de datos en simultáneo, aún cuando éstos son adquiridos por múltiples
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colaboraciones y en experimentos sobre diversos procesos de hadroproducción.
Este resultado es en particular un fuerte argumento en favor dos ideas clave
puestas en juego en todo análisis global: la noción de factorización de contribu-
ciones de altas y bajas escalas de energías, y la universalidad de las funciones de
fragmentación.
En comparación con el análisis DSS previo, en esta ocasión se cuenta con un
conjunto de datos de mayor precisión que cubre una región mucho más amplia
del espacio de fase. Como resultado se obtiene un valor final de la función χ2 por
grado de libertad mucho menor que el obtenido en el anterior análisis, utilizando la
misma parametrización de las funciones de fragmentación. Se agregan al ajuste
unos pocos parámetros adicionales que en análisis global DSS fueron fijados
al corroborar que éstos no tenían ningún efecto significativo en el resultado la
minimización.
Un resultado realmente notable del análisis global es la reducción sustancial
de la probabilidad de fragmentación de gluones en piones que se obtuvo. Ésta
reducción resulta como consecuencia de la incorporación de las nuevos medicio-
nes, de muy alta precisión, de la sección eficaces de producción de piones en
colisiones protón - protón a altas escalas de energía de centro de masa, medi-
dos en el acelerador LHC. De forma inesperada, se observa que este conjunto
de datos muestra cierta tensión con las medidas previas, incluidas en el análsis
DSS, a baja escala de energía de centro de masa, provistas por la colaboración
Phenix y Star. Ésto fuerza a introducir un corte para eliminar de estos con-
juntos de datos las medidas correspondientes a piones con momento transverso
pT < 5 GeV de manera de remediar las discrepancias. Sobre este punto, vale la
pena mencionar que sería deseable contar con una comparación detallada entre
los procedimientos de determinación de los piones registrados como, por ejemplo,
los diferentes cortes realizados sobre los piones secundarios producidos a partir
del decaimiento de mesones pesados, para corroborar que las diferencias no se
deban a algún tipo de contaminación. Además, se observa que los nuevos datos
no favorecen ningun tipo de violación de la simetría de carga entre las funciones
de fragmentación Du+u¯ y Dd+d¯. Este resultado se contrapone con lo observado
previamente en el análisis DSS.
Otra novedad respecto del análisis DSS, es que en este ajuste global se utiliza
por primera vez, y de manera confiable, la estimación de todas las incertezas a
partir de la utilización del método Hessiano modificado. Esto es posible gracias a
la riqueza de los nuevos conjunto de datos experimentales incluidos en el análisis
global. La incerteza relativa estimada para las funciones de fragmentación de
sabor up y gluones varían entre el 10% y el 25% en toda la región cinemática
cubierta por los datos experimentales.
Las funciones de fragmentación extraídas y sus incertezas tiene una gran
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relevancia para la física de altas energías. Por un lado, contienen información
relevante para el estudio de las colisiones entre iones pesados y las procesos
de dispersión entre protones e iones pesados. En estos experimentos se busca,
principalmente, cuantificar posibles modificaciones en la producción de hadrones
en medios nucleares, y esto no sería posible si no se contara con predicciones
precisas de los observables relevantes que describen estos procesos. Por otra parte,
las mismas funciones de fragmentación son un ingrediente fundamental para la
extracción de funciones de densidad de partones dependientes de la helicidad y
del momento transverso.
Además, resulta importante mencionar que el mismo tipo de análisis va a ser
usado para realizar un ajuste global para extraer funciones de fragmentación de
partones en kaones. De esta manera, se contará con un un conjunto completo
de funciones de fragmentación que describe la producción de la fracción más
grande de hadrones cargados, no identificados, producidos en los experimentos
de dispersión.
Si bien los resultados obtenidos en esta actualización del análisis DSS son
muy positivos, debe mencionarse que aún la mejor descripción de los datos ex-
perimentales requiere normalizaciones que, en comparación a lo que estiman las
distintas colaboraciones experimentales, difieren de la unidad significativamente.
Ésto proviene de cierta tensión entre la descripción teórica y los distintos con-
juntos de datos experimentales seleccionados. Otro resultado importante de esta
Tesis es haber mostrado que una solución surge de la inclusión de los efectos
asociados a la masa de los quarks pesados. En ese sentido, los esquemas genera-
les de masa con número variable de sabores, como el presentado en el Capítulo
4, genera el marco adecuado para incluir dichos efectos de manera consistente,
interpolando de manera continua y suave entre los limites de baja y alta energía.
En esta Tesis se presentan los lineamientos generales para la construcción
de un esquema con estas características y su aplicación en la descripción de la
producción de piones en procesos de aniquilación electrón - positrón, junto con
los resultados de un análisis global de QCD, al orden siguiente al dominante, en
el que fue implementado.
Los resultados muestran que la utilización de este esquema mejora la descrip-
ción de los datos en general, reduciendo la tensión entre los distintos conjuntos
de datos experimentales considerados y disminuyendo el χ2 por grado de libertad,
respecto de lo que se obtiene aplicando un esquema no masivo con número varia-
ble de sabores. Además, se observa que la dependencia en la masa de los quarks
pesados es especialmente relevante en los procesos semi-inclusivos de aniquilación
electrón - positrón en piones, donde el comportamiento del las contribuciones de
charm en función de la escala de energía y la supresión de las contribuciones
de sabor bottom por encima de los respectivos umbrales tienen efectos signifi-
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cativos. Éstos no sólo tiene impacto a bajas escalas de energía, sino también a
escalas del orden de la masa del bosón Z, mucho mayores las masas mc y mb.
Debe mencionarse que estos efectos seran aún más notorios en la producción de
mesones de sabor pesado, donde la dependencia en la masa de las probabilidades
de fragmentación es dominante.
De esta manera se demuestra que una determinación precisa de las proba-
bilidades de fragmentación de quarks y gluones en piones, buscando igualar la
precisión de la actual generación de experimentos de hadroproducción, requiere
una descripción sensible a la dinámica de los quarks pesados.
El interés sobre el correcto tratamiento de los quark pesados en la descrip-
ción de los procesos hadrónicos fue revivido tras descubrirse que los términos
de masa suprimidos en los análisis globales de QCD para extraer funciones de
densidad de partones pueden afectar las predicciones teóricas sobre la producción
de bosones W y Z en el LHC en casi un 10%. De forma similar, en esta Tesis
se ha comprobado que la inclusión de los efectos de masa en la descripción de la
dinámica de los sabores pesados en procesos de aniquilación electrón - positrón
modifica notablemente los resultados de la determinación de las probabilidades
de hadronización de partones en piones. Debe remarcarse que este mismo análisis
también puede extenderse al estudio de la producción de kaones en experimen-
tos de dispersión. Así, la búsqueda por la construcción de un análisis global
para determinar funciones de fragmentación que tenga en cuenta, de manera
completamente consistente, estos efectos cobra una gran relevancia. Para ello
primero debe cuantificarse el impacto, sobre la producción de partones pesados
en procesos semi-inclusivos de dispersión profundamente inelástica y colisiones
protón - protón, de retener aquellos efectos originados por considerar que los
quarks charm, bottom y, eventualmente, top tienen masa suficientemente gran-
de. Entonces, luego de definir una prescripción (independiente del proceso físico
considerado) para la factorización de las contribuciones que vuelven divergentes
a las secciones eficaces, asociadas a dichas masas, se puede construir un esquema
general de masa para extraer funciones de fragmentación a través de un análisis
global en el que la dinámica de los sabores pesados sea tratada adecuadamente.
Éste es precisamente uno de los resultados importantes de esta Tesis.
Apéndice A
Cargas electrodébiles efectivas
Las cargas electrodébiles efectivas aparecen definidas en las Ecs.(3.2), (4.32)
y (4.34) vienen dadas por


















donde vf = (T3f−2ef sin2 θw)/(2 sin θw cos θw) y af = T3f/(2 sin θw cos θw) son
los acoplamientos vectorial y axial-vectorial de un fermión f , con carga eléctrica










son los propagadores. Aquí, θw es el ángulo de mezcla asociado débil y ΓZ es
el ancho de decaimiento total del bosón Z. Debe notarse que para pequeñas
energías,
√




Secciónes eficaces procesos SIA
con quarks pesados en el
estado final, al orden O(αs)
A lo largo de este apéndice se completa las descripción de las secciones
eficaces σMh y σ
M
g que describen, respectivamente, la producción de un quark
masivo o un gluón en presencia de un par quark - antiquark masivo [77] tras
la aniquilación de un par electrón - positrón. Dichos observables físicos fueron
expresados a término de de una serie de funciones coeficiente, ver Ecs.(4.32) y
(4.34). Resulta conveniente, para simplificar simplificar sus expresiones, incluir
previamente una serie de definiciones previas:






ξ(x, ρ) = log
ρ− 2x− 2px2 − ρ
ρ− 2x+ 2px2 − ρ (B.3)
La contribución dominante a la prodcucción de un quark masivo tras la ani-
quilación de un par electrón - positrón viene dada por las funciones coeficiente:
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(v)
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B
(a)




L (ρ) = 0 (B.7)
donde ρ = 4m2h/Q
2, como fue definido en las Sección 4.4.3.
Se sigue con las contribuciónes de orden O(αS). A este orden, las sección
eficaz de producción de un quark masivo en un proceso SIA recibe contribuciones
de virtuales, asociadas a diagramas con líneas internas de quarks y gluones, y
contribuciónes reales, provenientes de diagramas donde un gluon es emitido por
el quark o el aniquark, producidos tras la aniquilación. Las funciones coeficiente
debidas a la contribución de las correcciones virtuales a la producción de un quark





































+ (10− 8ρ) log 1 + β




















1 (ρ) = β
2S
(v)






L (ρ) = 0 (B.11)
A continuación, puden leerse las funciones coeficiente debida a la contribución
de las correcciones real a la producción de un quark pesado:
R
(v)





ρ(2− τ 2x) + 4




+ τx(4 + τx)
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ρ2(2− τ 2x) + ρ(2x3 − 7x2 − 1) + 2x2(1 + x2)











− ρ(1− ρ)− τx(τx − 2ρ)+
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ρ3 + ρ2(4τx − 3) + ρ(3x2 − 1)
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−2ρ3 + 8ρ2x+ ρx2(2τx − 9)− ρ+ 2x2(1 + x2)
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(4τx + ρ)2
− 2(1 + τx)
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2(x2 − ρ) ξ(x, ρ)
)
(B.15)
Las funciones coeficiente debido a las correcciones virtuales de un gluón en
presencia de un par quark - antiquark vienen dadas por las expresiones:
G
(v)
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G
(a)
L (x, ρ) = CF

ρ










Límite no masivo de las




Para establecer los términos de sustracción que permiten definir las secciones
eficaces partónicas del esquema GM-VFNS, Ecs.(4.53) a (4.55), que permiten
interpolar de manera continua entre los esquemas MFFNS (Q ∼ mh, con mh la
masa de un quark pesado) y ZM-VFNS (Q mh), se necesita tomar el límite no
masivo (o equivalentemente mh → 0) sobre las secciones eficaces σˆMi , Ec.(4.30)
y (4.33).
Al orden O(αS), la dependencia de las secciones eficaces σˆMi surge a través de
la variable ρ = 4m2h/Q
2. Por esta razón, el límite no masivo resulta equivalente
a considerdar ρ→ 0. Por otro lado, las secciones eficaces en el esquema MFFNS
están definidas en términos de distribuciónes como la función δ de Dirac y las
distribuciones “+”, como se observa en las Ecs.(4.31) y (4.32), y la función
escalón de Heaviside, utilizadas para acomodar los límites de integración en la
Ec.(4.35). Por este motivo, el límite no masivo debe tomarse en el sentido de las
distribuciones.
Tomando cualquiera de los términos que conforman el orden dominante de





















P (ρ) φ(1) = φ(1) =
Z 1
0
dy δ(1− y) φ(y) (C.1)
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δ(1− y) si P = 1
0 si P = L
(C.2)
A partir de este resultado puede demostrarse que, en el límite no masivo, σˆM(0)h
tiende a σˆZM(0)h , Ec.(4.38). De forma similar, sobre las contribuciones de orden
















− 2 + π2

δ(1− y) (C.3)
Con los términos proporcionales a una distribución más se debe tener más
cuidado, debido a que éstas distribuciones se encuentra múltiplicadas por funcio-
nes. Antes de tomar el límite en el sentido de las distribuciones debe entenderse












+ F (ρ)δ(1− x), (C.4)






f(x, ρ)− f(1, ρ)
1− x (C.5)





























A su vez, el primer la distribución límite puede escribirse en términos de distri-

















+ Cfδ(1− x) (C.8)
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donde Cf son constantes que dependen de la función f . A partir de estos resul-

























































1− x log x
)
(C.9)
Finalmente, resta calcular el límite de ρ → 0 de la contribución dominante
a la sección eficaz de producción de gluones en presencia de un par quark -








k (x, ρ) = 2CF






+ log(1− x)− 1

(C.10)
A través de la comparación entre las Ecs.(C.3), (C.9) y (C.10) con las












= C1q (x) + C
L









k (x, ρ) = 2C
1
g (x) + 2C
L
g (x) + d
(1)
g (x,Q) (C.12)
donde P (0)qq y P
(0)
gq son las contribuciones dominantes a los núcleos de Altarelli -
Parisi, presentadas en la Sección 3.4.1. Las funciones d(1)q y d
(1)
g , son aquellas que
definene los contratérminos que permiten definir las secciones eficaces partónicas
en el esquema GM-VFNS, Ecs. (4.53) a (4.55), y vienen dadas por [72, 77]:
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− 2CF (2 log x+ 1) (C.14)
Apéndice D
Transformadas
En esta Sección se presentan las expresiones explícitas de las funciones in-
troducidas en la Sección 4.6 que definen a las transformadas de Mellin de las
secciones eficaces calculadas en el esquema MFFNS. Estas funciones se obtienen
a través del cálculo de integrales con contiene distribuciones más y funciones














con k entero y positivo, las transformadas de Mellin pueden calcularse de manera












































































































Aquí, B(x; a, b) denota a las función beta incompleta y H(z), continuación ana-
lítica de las series armónicas, viene dada por:
H(z) = γ + ψ0(z + 1) (D.5)
con γ la constante de Euler - Mascheroni y ψ0(x) la función digama.
Para las siguientes funciones, las transformadas de Mellin se pueden calcular,
al igual que en el caso de las sumas armónicas, como la extesión analítica del






























































































H(N − 1 + k)−H(k)




definidas a través de la función dilogarítmo Li2 y las funciones trascendentes de
Lerch Φ(z, s, α).
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